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内 容 简 介 


本 书 根据 高 职 航海 专业 教育 的 特殊 性 和 层次 教学 的 要 求 编写 ,内 容 覆 
盖 了 航海 技术 专业 学 生 所 必需 的 基础 数学 和 专业 的 数学 . 全 书 共 六 章 , 内 容 
包括 一 元 郴 数 微 积分 .球面 几 何 . 球 面 三 角 和 船舶 误差 基础 理论 , 书 末 附 有 
习题 答案 和 积分 表 . 建议 学 时 数 为 70 学 时 . 

本 书 适 于 作为 高 职高 专 院 校 和 成 人 教育 航海 技术 教材 ,也 可 作为 海 船 
驾驶 员 或 港 航 有 关 人 员 的 自学 参考 书 . 


编者 的 话 


《航海 数学 ?是 航海 院 校 航海 技术 专业 学 生 必 修 的 一 门 专业 基础 课 , 是 
学 生 学 习 航 海 专业 知识 所 必需 的 基础 .本 书 基 于 高 职高 专 教育 的 特殊 性 、 层 
次 教学 的 要 求 和 课程 的 特点 ,依据 编者 长 期 从 事 高 职 航海 数学 课程 教学 和 
教研 工作 经 验 ,在 不 违背 科学 性 的 前 提 下 ,贯彻 以 应 用 为 指导 思想 ,以 必需 、 
够 用 为 度 的 原则 ,淡化 数学 的 严密 性 ,提供 直观 .通俗 的 说 明和 解释 . 书 中 带 
* 号 部 分 可 作为 学 生 选 学 内 容 . 

本 书 突出 以 下 特点 : 

1. 基础 性 :以 一 元 函数 微 积 分 的 基本 知识 和 计算 技能 为 主线 ,培养 学 
生 应 用 数学 的 意识 .兴趣 和 计算 能 力 . 注重 让 学 生 学 会 用 数学 的 思维 方式 观 
察 周 围 的 事物 和 分 析 解 决 实际 问题 ,将 所 学 的 基础 理论 与 专业 知识 融会 贯 
通 , 灵 活 地 综合 应 用 于 后 续 的 专业 课程 和 工作 中 ,为 今后 学 习 和 工作 打下 坚 
实 的 数学 基础 . 

2. 专业 性 :以 球面 几何 ,球面 三 角 和 误差 理论 为 主要 教学 内 容 , 注 重 使 学 
生 掌 握 与 航海 技术 专业 知识 相关 的 必需 够 用 的 数学 知识 和 方法 ,培养 学 生 能 
运用 数学 知识 和 方法 分 析 解 决 专业 学 习 过 程 中 所 遇 到 的 与 数学 有 关 问 题 的 
能 力 ,特别 是 要 求学 生 掌 握 航程 和 航向 的 计算 , 平 差 计算 及 船 位 误差 分 析 . 

本 书 由 主编 制定 编写 方案 并 具体 指导 ,参加 编写 工作 的 有 张 玉 祥 副 教 
授 ( 福 建交 通 职业 技术 学 院 ), 张 国 勇 教授 (福建 交通 职业 技术 学 院 ), 唐 寒 秋 
副教授 .船长 (福建 交通 职业 技术 学 院 ) ,金晶 晶 ( 福 建交 通 职业 技术 学 院 ) 和 
李 文 丰 副 教授 (黄河 水 利 职业 技术 学 院 ). 全 书 由 福建 交通 职业 技术 学 院 张 
国 勇 教授 主 审 . 

本 书 的 编审 和 出 版 得 到 厦门 大 学 出 版 社 有 关 领 导 和 编辑 的 关心 和 支 
持 , 在 此 表示 由 应 的 感谢 ! 

由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 难免 存在 错误 与 不 足 之 处 ,恳请 使 用 人 员 批 评 
FIE. 
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第 一 章 函数、 极限 与 连续 


1.1 函数 的 概念 


1.1.1 基本 初等 函数 


RIER AK y = r (a 为 实数 ) ,指数 函数 y= 二 a (a > 0 B a Z 1), X} 
GAZE y = logura > 0 E a Z 1) , = fli PS 3⁄ #1 F = EE EE EE 
EE 

注 : 作 为 基本 初等 函数 的 三 角 函 数 仅 有 六 个 函数 :y= 二 sinz, y = cosr,y 
= tant, y = cotT,y = secr,y 一 CSCT. 

反 三 角 函 数 仅 有 四 个 函数 :y = arcsinr,y = arccosr,y = arctanzr,y = 
arccotz. 

E JR IZAKA ER REE zx, 常数 c 和 a 可 以 取 一 切实 数 ; 随 着 
常数 a 和 a 取 不 同 的 值 , 对 应 的 寡 、 指 .对 三 大 函数 有 无 穷 多 个 基本 初等 函 
数 . 

由 基本 初等 负 数 与 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 所 得 到 的 函数 称 为 简单 函 
数 . 


例如 ,y 3, 2° —1 #l y = $ sinz + cosx 等 都 是 简单 函数 . 


1.1.2 复合 函数 


如 果 y eu 的 函数 > = f(w), 而 wu 是 x 的 函数 x = olr) RIK > 是 
z 的 复合 函数 , 记 作 y = f(yg(x)), 其 中 称 为 中 间 变 量 . 
PE: RA u = olr) 的 值 域 应 在 函数 y = f(u) 的 定义 域内 ; 若 由 多 个 消 
数 复合 而 成 , 则 中 间 变 量 可 用 变量 u,v,w,s,t ERR. 
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例如 y= 二 4 和 yy = arctanr 是 基本 初等 图 数 ,y = 22” 和 yy = arctan2r 
RS, M y = arcsin(z: + 2) 便 失 去 意义 . 
例 1 指出 函数 > 一 5sins2 (zx? 十 2)? 一 3cosz 的 复合 过 程 . 


解 ” 由 y= 5u'— 3cosr,u = sinu,u = 2u’ w = r’ +2. 
1.1.3 WFA% 


由 基本 初等 函数 和 常数 经 过 有 限 次 四 则 运算 或 经 过 有 限 次 复合 步骤 所 
构成 的 ,并 只 用 一 个 解析 式 子 表示 的 函数 叫 作 初等 函数 . 

BA y = 2”,y = 3sinz,y = 2 +-/Z,y = sin'2r,y = ln(z—1),y = 
arctan V37 等 都 是 初等 函数 . 


1.1.4 分 段 图 数 


有 些 函 数 虽 然 也 可 以 用 解析 式 表示 ,但 不 能 用 一 个 解析 式 表 示 ,在 定义 
域 的 不 同 范围 具有 不 同 的 解析 式 , 这 样 的 函数 称 为 分 段 函 数 . 


i} 一 0 
xr x 
sy = 40 一 0， 
例如 ,y | 工 y B ocres PEDREM 
=] e DH 
练习 题 1.1 
1. 指出 下 列 各 函数 的 复合 过 程 : 
(Dy= r+ /3r—1; (2)y = Semi 
(3)y = 31n'(2z—1); (4)y = arctan[— sin(2z° — 1) ]. 
2. 已 知 y 王 1 十 InVx ,xz 一 2 一 1 一 sinz, 试 把 > 表示 成 zx 的 函数 . 
1 十 zz +> 0 
3. 设 f(x) d zs 0, f(— 1), f0), fA), f( AT). 
1 一 > re D 


dE mis 1), pt + AE CN 
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1.2 ”函数 极限 


1.2.1 当 x 一 oo 时 的 极限 

cl `, ，) 时 的 极限 : 

+ —— ° 

如 图 1. 1.1 所 示 ,考察 函数 y 一 二 
的 图 形 ,容易 发 现 不 论 rz 一 一 中 或 + 一 
+ =° RA y — 0. RITEK pR $k r oo 
时 的 极限 为 0( 或 f(x) S P 0), i E 
lim 1 = 0 或 limy = 0. 
rev X rea 

一 般 地 , 4 | > | 2; EË Rb 8 < B , p 3 
f(z) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 的 常数 A， 
则 称 当 xz->co 时 ,f(x) 的 极限 为 A( 或 收 
AF A), 记 为 limf(x) = A. 

车 一 无 限 地 增 大 时 .函数 f(x) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 的 常数 A, 则 
称 当 了 一 一 co Rf, fC) 的 极限 为 A, 记 为 lim f(x) = A. 

E r ARIAK, A fOe) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 的 常数 A, 则 称 
当 x 一 十 品 时 f(x) 的 极限 为 A, 记 为 lim f(z) = A. 

判断 函数 f(x) 当 x 一 oo 是 否 有 极限 ,通常 用 如 下 的 结论 : 

lim f(z) = A 的 充 要 条 件 是 lim f(r) = lim f(x) = A. 





图 1.1.1 


例 1 lim < = 0, 其 中 为 常数 
例 2 limg 一 0, 其 中 |g| 达 1. 
例 3 由 于 lim arctanr = s 和 lim arctanz 一 z AA limarctanz 不 


存在 (或 发 散 ). 
例 4 由 于 lim3' 一 0 和 lim 3" = 十 ce, 所 以 lim3* 不 存在 (或 发 散 ). 
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Dis lim (1 十 (一 1)") 不 存在 . 
例 6 üm ECD a 


m+ ” 


0. 


1.2.2 4 x — xo 时 的 极限 


一 般 地 , 当 |z| 无 限 地 趋 近 于 z ET f(x) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 
的 常数 A, 则 称 当 x 一 xo 时 ,f(x) 的 极限 为 A( 或 收敛 于 A) ' 记 为 lim f(x) 
= A. | 

若 工 是 从 左 侧 无 限 地 趋 近 于 zo 时 ,函数 f(x) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 
的 常数 A, 则 称 当 一 ri5 (rt 过 xo) 时 ,f(z) 的 左 极限 为 A, 记 为 lim f( >) = 


rr 


A. 
车 工 是 从 右 侧 无 限 地 趋 近 于 x。 时 ,函数 f(x) 无 限 地 趋 近 于 一 个 固定 
的 常数 A, 则 称 当 7 一 zi (z > zo) RP, fz) 的 右 极限 为 A, 记 为 limf(x) = 


Te 


A. 
判断 函数 f(x) 在 点 x。 处 是 否 有 极限 ,通常 用 如 下 的 结论 : 
lim f(x) = A 的 充 要 条 件 是 lim f(x) = lim f(x) = A. 


x0 J 


= 2. 





例 7 ”观察 说 明 lim 三 二 


| 
注意 到 函数 三 二 在 z 一 1 点 处 无 意义 ,而 当 x 一 1 时 ,函数 三 二 的 
*—1 lim EZD 
in 


rel zl 





值 的 变化 总 的 趋势 却 是 2, 即 lim Ž 


S 一 lim(z 十 1) 
= 2. 
这 说 明 当 工 一 xo 时 ,函数 f(x) 的 极限 与 在 z= zo 点 有 没有 定义 无 关 ; 
反之 ,有 定义 也 未 必 有 极限 . 
z+] zen 
Bëss Së z S> 0 
lim foi =— 1, B] Ze 4 1 IR AA 48, HE z — 0 SX, f (z) 的 极限 不 存在 . 


Z 十 1 —eo< z< 0 
例 8 mr -| 0<=x<1 , ll ARE z = 0,z = 
i—x rz 
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1,7=1.1 点 极限 的 存在 性 , 若 存在 则 求 之 . 
HR ”在 z 一 0, 由 于 limJ(z) 一 lim(z 十 1) = 1, lim f(x) = 


x0 


= 一 1, 所 以 limf(z) 不 存在 ; 
# += 1, llim flr) = lim(z*2 —1) = 0,lim f(x) = lim(1—<=)= 
Se Si ell r-t 


zs) xr—1 


lim (z? —1) 


->0 


0, 所 以 limf(x) = 0; 而 lim f(x) = lim (1 — x) 一 一 0. 1. 


xr? 
一 #0 

Da i% f(x) db Ç ' 求 limf(z). 
1 zs i 


W fanen 

例 10 求 lime* 

解 ” 由 于 limf(x) = lime? = 0, lim f(x) = lime? 一 十 co, 所 以 
limf (xz) 不 存在 m a = 
WETTER 
用 左右 极限 求解. 


(2) EEA ze 求 极 限 所 得 到 的 结果 不 唯一 , 则 要 用 左右 极限 求解 . 
(3) 可 以 用 符号 co 表示 极限 的 结果 ,但 极限 不 存在 不 一 定 是 co. 


(4) lim — = Die 为 常数 ). 
ze E 
练习 题 1. 2 
1. 证 明 ; lim EE 不 存在 . 
rel r+ 1 


1 





zl PD 
x r>0 


说 明 f(x) 在 z= 王 0 点 极限 是 否 存在 . 
zz 十 2z 一 1 r<1 
3. W f(x) = | Lee Ze 求 limf(z)， limf(z), 
27 一 2 r> 2 
5 
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limf(z) ,limf(x). 
=— SEH 
Jr ze 
4. it (z) = „Kli (>). 
SE Wee 0 


1.3 ”极限 的 四 则 运算 


1.3.1 极限 的 四 则 运算 法 则 

车 lim/(x) = A 与 limg(x) = B 都 存在 (其 中 x 一 ?表示 同时 有 工 一式， 
或 + 一 œ), MA 

@ lim( f(z) + g(z)) = limf(z) + limg (x) = A +B. 

j: Gan ,否则 不 成 立 . 

ilim} + 十 … 十 一 Zi lim 二 十 lim 2 + =- ` + lim =, 

@ im foga) = limfo * limg(z) = A + B. 

特殊 地 ,有 limcf (z) = climf(z) = cA c 为 常数 ). 

ks limf(z) Sr 


fx) ` ñ 
O M va" Basti T B (B A O. 
iz: PIRE RAMEE 若 前 提 条 件 不 满足 , 则 法 则 失效 . 
如 : 错误 解法 : limzsin 二 一 = limz . limsin 二 一 = O08 


"et 


正确 解法 :limzsin F = 0. 


又 如 : lim (Vz + /z —Vx) Z lim Vz + /z — lim vz. 


limcosx 


再 如 :lim Sesz = 一 一 ,是 错误 的 写法 ,因为 B = limz = 0. 


Lea 
limz 


1.3.2 极限 的 计算 方法 


1. 直接 代 人 法 
即 lim f(z) = f(x). 
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. 2Z 一 37 十 1 
WI lm i 


— C 12—3C— D+1 __ 
解 原 式 = 一 Dr 二 4 一 1 一 2 
以 下 各 例 都 无 法 直接 应 用 法 则 , 需 适当 化 简 后 再 应 用 (应 清楚 每 一 步 求 
法 的 根据 ). 


dE 

求解 的 方法 是 分 子 和 分 母 同时 约 去 使 分 母 为 0 的 式 子 . 常用 的 方法 有 : 
因 式 分 解法 、 提 取 公 因 式 法 、 分 子 或 分 母 有 理化 法 及 lim $E 一 1( 下 节 介 
绍 ). 








例 2 lim 元 志士 二 
wl TEE 
全 3 Doss 


. Vz 十 3 一 2 
例 4 lim —— 


+—1 


š 十 3 一 4 A 1 
解 原 式 = limn e mm lim ——— 
一 (z=—1)( /=z+3 33 + 2) zl /£-+ 3 + 2 


= 
z. 

3. 二 型 

求解 的 方法 是 分 子 和 分 母 同 时 除 以 最 大 项 . 

例 5 lim 二 


3 2z—1 
dE 2 
解 ” 原 式 = lim y = 
r x 


E SG E 
H 3 

R ER = lim Z S i 0 
Tana a 


SE E 
mz = _ 
解 NOS EE 
r = zi 
A WË 3” 
例 8 lim ach — g 
Li, 
解 ” 原 式 = lim RAR? 
1 >) 
3 
š (3z 2179 
例 9 Jim (=+ 2)! (2z 一 3)2 
30 
(3 一 二 ) 
解 R= lim 一 mgm 
š (1 十 一 ) (2 一 一 ) 
x x 


例 10 Den 十 Š + +). 





解 Re fo Ltätz teg — pen uta ly. 
n—c n? 2n? 
4. co 一 co 型 


求解 的 方法 是 转化 为 RE. 常用 的 方法 有 通 分 母 法 和 分 子 有 理化 





E 
an ac: 

= E e E D E 
解 Wée lim Dar az T 


例 12 lim (Vz is — dei, 
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f: ashi E s Sa a u a 3. 


resto . r—+o 
Vz 十 Vz ty J1+ + +1 
5. 0 + co 型 


nk WR. 











练习 题 1.3 
1. 求 下 列 极 限 ， 
z 十 6z 十 5 z: r, 
€D SE = +3r+2 ' s, EEN z= 
(3) Sen (4) limt y e aT 
zz) Ka —] 
— 3r +2 DE, Zeng ie st 2 
GE 2r + r—10 Ee 
一 6z 十 9 . ZL 十 2zxz 一 3 
(7) EE SSC ES SCH es 
(9) lim Z —2z —3, (10) lim Z+ 1 — 1, 
sc) z? — o I—0 I 
(11) lim 2+1 —3, i z+1 
de) rtl — 2 = x—l 
2. 求 下 列 极限 : 
zz 十 2z 一 3 2z: 十 3 
WEE EE D VE E iy 
= +r’ = 2 . (1+2) A 
(3) lim SE (4) lim Lë 
(5) lim E EE Dy; (6) lim( Ae Een 
e Ea x? =œ 2 + 3r? 
(3z — 2)” : m= m 
(7) lim — 2 2x SSC (8) mi zz rest 
(9) lim /z=(/=+2— /r+1); 


1 L.L 1 


PE 
(10) Dm (Ç ++ i 
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1.4 ”两 个 重要 极限 


1.4.1 第 一 个 重要 极限 





. Sin 
公式 :lim PE = 1. 
TD E 


HEW.: lim sinf (r) _ 1. 
Seren f(x) 


. sin2=xz 
例 1 lim Sr ° 


t0 


Z 2sin2z _ 2 Ven sin2r _ 
解 Sa lim me, es 一 lim == 


a 2r 


. tan3 工 
例 2 lim sin2x 








Di 3sin3 工 2x 
解 原 式 一 lim( 3cos37 CSN 
— 3 1 sin3> 2x l _ 3 
2 lim 3x Pun sin2.r som cos3x 2 
1 — cos E 
@ 3 lim 7 t 
rs 
2 sin? T 2 sin? ` 1 
B mtoi EE 
16 p 








sinz( — 1) I-A 
解 原 式 = lim cos = lim( SIILI = ST 
. 2 = 
_ eut sinz ee SE EE, 
SS VE? 
e A = cos 
4 


10 





. 
cost 
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例 5 lim -anz . 
— x 


Zeg T 


解 原 式 = l = apta e Js 


ren (x— z) 
注 :公式 lim SAO 一 1 适用 于 三 角 函 数 与 赛 函数 相 除 的 情形 , 解 是 


的 思路 是 把 分 母 演化 出 正弦 的 角度 函数 ,而 后 利用 公式 . 
1.4.2 第 二 个 重要 极限 


公式 :lim (1 十 过) = e. 


推论 : lim +Z) j = e #llim (1 + ail = e. 


例 6 lim a +E. 


解 ER = hm (1 十 十) 
例 7 HEEN 


原 式 一 lm a+b” KR 
> 


dÉ 
. 


+1 
例 8 lim (1 一 L) 
Zen: 2x 


eet SN i 


解 ” 原 式 = lim (+ —_, = =+. 
Sa 二 27 
例 9 lim (1 一 2zx)*. 


解 原 式 = lim [1 + (= 22) JC ot — ei 





1 z=1 
例 10 lim G (È ai 
>l 1 — A Ek 
= 
fer) 
ik: 公式 ， Jm (1 t = e jj T 1” 类 型 , 解 题 思 路 是 把 指数 
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演化 出 分 母 函 数 ,而 后 利用 公式 . 


练习 题 1. 4 
1. 求 下 列 极限 : 


(1) limzsin +L, 
~ E 


sin(n— 1)x 


《3) lim sinn + Dx? 

(5) lim 1— cos2z 
ze ka 

(7) ee 


—o x + cosx’ 
(9) lim 
2. 求 下 列 极限 : 
(yl Oa 25 4 
Ké 5x 
(3) lm (1 — 25, 
r— x= 


1 2r2 
(5) lim (1 一 去 ) ; 





(7) lim gety 


Arem 1 


) ; 


sin3z 一 sin27 ; 
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(2) lim sin6z 
3x 用 


0 


singz 
(4) lim no tan2z' 


一 sinr 
(6) lim ` x + sinr’ 


(8) lim tanz 一 -sine 


ze sin? T 

. arcsinx 

(10) lim ———. 
ef Ka 


(2) lim (1 十 -3 )， 
Zeene Zr 
(4) lim (1 +2r)*; 


(6) lim EN š 


1.” 


FP: 


(8) lim GH 


1.5 无 穷 小 无穷大 


1.5.1 概念 


车 limf(z) = 0, 则 称 f(x) 为 当 工 一 ?时 的 无 穷 小 量 ( 简 称 无 穷 小 ). 
车 limf (zx) = co, 则 称 f(zx) 为 当 z 一 ?时 的 无 穷 大 量 ( 简 称 无 穷 大 ). 


例 1 由 于 lim 二 = 0, 所 以 , 当 xr —+ oo 时 ,函数 工 是 无 穷 小 ; 
reto [y T 


ma 
im = 
12 


=+ co, 所 以 , 当 工 一 0+ 时， 函数 二 是 无 穷 大 . 


第 一 章 ”函数 .极限 与 连续 
例 2 由 于 lim2+ = 0, 所 以 , 当 z — 07 时 ,函数 2* 是 无 穷 小 ; 
lim2+ 二 十 oo, 所 以 , 当 x 一 0* 时 ,函数 2+ 是 无 穷 大 . 
例 3 由 于 limlnz = 0, 所 以 , 当 z — 1 时 ,函数 Inz 是 无 穷 小 ; 
lim Inz 二 一 co0, 所 以 , 当 工 一 0+ 时, 函数 nr 是 无 穷 大 ; 
注 :(1) 说 某 个 变量 是 无 穷 大 或 无 穷 小 ,一定 要 指出 前 提 > 一 ?时 . 
(2) 无 穷 小 .无 穷 大 不 是 一 个 数 ,而 是 一 个 变量 . 
(3)0 是 无 穷 小 . 


1.5.2 M 
1. 有 限 个 无 穷 小 之 和 仍 是 无 穷 小 . 


注 :车 是 无 穷 多 个 无 穷 小 则 不 然 ,如 lim( 二 十 世 十 … 十 加) = +- 


2. 有 界 函 数 与 无 穷 小 之 积 仍 是 无 穷 小 . 
注 : 这 条 性 质 在 极限 的 运算 中 经 常用 到 . 


@ 4 求 limzsin L, 
As ka 


解 ”由 于 limz = 0, 而 sin È |< 1,BFDllimzsin + = 0. 
-0 T I—*0 x 





as Gef, 

解 ”由 于 lim — 0, 而 sinr 是 有 界 函 数 ,所 以 lim SPE = 0, 
3. 有 限 个 无 穷 小 的 积 仍 是 无 穷 小 . 

4 当 一 ?时 ,无 穷 小 (zx) 的 倒数 7; 是 无 穷 大 ;反之 亦 然 
例 6 R lim (q? — z+ 1). 


š 1 
W WR 一 z 寺 1 
1.5.3 无穷小 阶 的 比较 


一 般 地 , 设 a(z) 和 BCz) 是 工 一 ?时 的 两 个 无 穷 小 , 若 


二 0, 所 以 lim (z? — z + 1) = eo. 
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(1) lim En = 0, 则 称 当 ->? 时 ,B(x) BR alr) 高 阶 无 穷 小 ( 即 B 比 
a 趋 于 0 的 “速度 ” 快 ), 记 为 B(x) = ola(zr))(x —?). 

(2) lim D = oo0, 则 称 当 zx 一 ?时 ,B(x) 是 比 <(z) 低 阶 的 无 穷 小 ( 即 B 
比 a 趋 于 0 的 “速度 ” 慢 ). 

(3) lim & — C 天 0, 则 称 当 x 一 ?时 ,B(z) 与 a(x) 是 同 阶 的 无 穷 小 


(BD 8 与 趋 于 0 的 “速度 %% 几 乎 相当 ”). 
特殊 地 , 当 C=1 时 , 则 称 8(z) 与 c(z) 是 等 价 无 穷 小 , 记 为 alr) 一 
BCzr)( 其 中 工 一 ?). 


例如 :由 于 lim sinz = 1,lim Si = 1, 4 r+ — 0 RF ,z 5 sinz,z 与 
tanx 都 是 等 价 无 穷 小 . 
例 7 比较 xz 一 0 时 ,无 穷 小 1 一 cosz Här ER. 











. P T 
py Wk uv ege GH 
解 lim ——s— = Jim -=1. 
I—0 1 2 z—0 1 
7 ES 


FELL x> 0 BF, 3635 1 一 cosz Hä 是 等 价 无 穷 小 . 











练习 题 1. 5 
l; 指出 下 列 各 题 是 无 穷 小 量 还 是 无 穷 大 量 ， 
人 TE 
È a T 
(3) -sinz (zx 0); NIE Fen 
1 + cosx k. 
(5)e™ (x — 1+); (6)e™ (r — 17); 
2. 求 下 列 极 限 ， 
a) limzsin +; (2) lim Z— sinz, 
P r— z + Sinz 
(3) lim tan2z tan2z (4) lim Sin3z ; 
Ee zeng IR 
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TE EN en RES RER, 
ro Sin67x ° xr sinz 
` EER — 
(7) lim tankz — D, (8) lim SC 
rl t= i m3 2/3r—1 -—2 


1.6 ”函数 的 连续 性 


在 现实 世界 中 有 许多 连续 变化 着 的 量 ,如 一 天 中 温度 的 变化 ,海水 的 涨 
跌 、 地 球 的 自转 等 等 ,都 是 连续 变化 着 的 量 , 这 种 现象 反映 在 珊 数 关系 上 就 
是 函数 连续 性 . 

为 了 刻画 说 明 函 数 的 连续 性 ,我 们 先 引 入 增 量 的 概念 . 


1.6.1 WR 


Az: 称 为 从 ro 变 到 的 自 变量 > 的 增 量 , 记 为 Az 一 工 一 zn. 
Ay: 称 为 从 zo AF2 z 的 函数 f (>) 的 增 量 , 记 为 Ay = flr) 一 rn). 
BIL, zz z + Az,Ay = f(x, + Az) — f(ro). 


1.6.2 连续 


1. 函数 在 点 zo 处 连续 
车 f(x) 在 点 zo 及 其 近 旁 有 定义 , 且 limf(x) = f(zo)( 或 limAy 一 0)， 


则 称 f(x) 在 点 re 处 连续 ,否则 称 为 间断 (不 连续 ). 

>4 Az — 0(Ë[|) = — xo) BF, Ay — 0( B) f(x) 一 (xzo)), 通 俗 地 说 ， 
BD 34 > ÉF r BJ, fO) 的 值 也 “同步 平稳 ”地 到 达 f(xo), 那 么 从 图 像 上 观 
察 函 数 f(x) 在 点 r 会 有 什么 样 的 性 态 呢 ?不 难 发 现 这 正好 刻画 了 f(x) 在 
点 ro 是 连续 的 这 个 事实 . 

2. 间断 

(1) 间断 条 件 

从 连续 的 定义 可 看 出 ,函数 间断 必 至 少 具 备 如 下 三 点 之 一 : 

QO f(x) 在 点 zo 无 定义 . 

© lim f(x) 不 存在 . 


qr, 


D 
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© lim f(z) = A ,f8 A Æ f(x). 


(2) 间断 类 型 
O 极限 存在 的 间断 , 称 x = x 为 可 去 间断 点 ;可 通过 补充 定义 或 改变 
函数 在 某 点 的 定义 使 之 连续 . 


如 f(x) = 于 过 ,在 zx = 1 点 无 定义 ,但 lim T — 2 存在, 称 一 








zl zl 
1 nt 22 [B] Wr di, 
we | EA 
令 f(zy =4 z=—1 , 则 函数 f(x) 是 连续 函数 . 如 图 1. 6.1. 
2 | 
© 左右 极限 都 存在 但 不 相等 的 间断 , 称 x = zx。 为 跳跃 间断 点 . 
x > 
如 f(z) =| 之 0 在 z 二 0 点 处 间断 ,x — 0 为 跳 脆 间断 点 . 如 
r—1 re 0 
图 1. 6. 2. 


e lim f(z) = oo, 称 工 二 x, 为 无 穷 间 断 点 . 
如 f(x) = 十, 在 z= 二 0 点 处 间断 ,x = 0 为 无 穷 间断 点 . 


十 1 1 
又 如 f(x) = LC See 在 z = 1 点 处 是 可 去 间断 . 
1 1 
A Pai Es is ha Me /(x) 是 连续 函数 .如 图 1. 6. 3. 


y 








y 





l 
图 1.6.1 图 1.6. 2 图 1.6.3 


注意 到 , 当 极限 lim (z) 存在 时 的 间断 点 的 性 质 仅 是 一 点 的 问题 ,而 当 
极限 lim f(z) 不 存在 时 的 间断 点 ,其 性 质 不 同 ,间断 是 由 于 “断裂 ” 引起 的 ， 
是 全 局 的 问题 ,是 “不 可 补救 ” 的. 
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上 十 pn 

Is ze 

证 明 显然 f(z) 在 z 王 0 点 及 其 近 旁 有 定义 , 且 f(0) = 1, 由 于 
lim f(x) = lim (1 + z) = 1, lim f(z) = lim — x)= 1, 


r—0 Ae r—0 TO 


故 有 limf(z) em 1 = f(0). 
所 以 fir) 在 z=0 点 处 是 连续 的 . 


DI 求证 函数 f(x) = 在 xx 一 0 点 处 是 连续 的 . 


1 
s 一 0 
例 2 marano 7 了 天 在 z 二 0 点 处 的 连续 性 . 
0 T=0 


解 显然 f(z) 在 zx = 0 点 及 其 近 旁 有 定义 , 且 f(0) =o, 
limf(z) = limzcos = = o = f(0). 


所 以 f(z) fg z = 0 AA JE E £ B. 

思考 :判别 f(x) 在 某 点 处 的 连续 性 ,是 否 都 需要 分 左右 极限 考虑 ? 若 不 
是 分 段 函 数 , 有 没有 必要 分 左右 极限 计算 ? 

3. 函数 的 连续 性 

# f(z) Elab) 内 点 点 连续 , 称 f(x) 在 (a,6b) 内 连续 . 

车 f(x) 在 (a,b) 内 连续 , 且 有 limf(x) = f(a)( 右 连续 ) 和 lim f(z) = 


六 6)( 左 连续 ) , 则 称 (x) 在 [4,5] 上 连续 . 的 
一 般 地 ,初等 函数 在 其 定义 域内 均 是 连续 的 , 即 初等 函数 的 连续 区 间 等 
价 于 定义 区 间 . 


例 3 REB /(z) = -E 的 间断 点 和 连续 区 间 . 


解 “x 一 27 一 3 二 0,48 z = 一 1,x = 3. 
所 以 ,函数 f(x) 的 连续 区 间 是 (一 2, 一 1) U (一 1,3) U (3, + eo). 
1 
一 rÂ 
例 4 PE NPS3 fr) = | , 试 求 fer) 的 连续 区 间 . 
x? ze 0 
解 ”由 于 lim fe) = lim + =- 1, lim f(x) = lima? = 0, 所 以 


As 1—0 





limf(z) REE. B 34 z 一 1 时 ,f(x) = HR, DR. AC) 的 连续 区 间 


zl 
是 (一 cc,0) U (0,1) U (1, + e°). 
17 
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ZIR += 0 
例 5 已 知 函 数 fa 一 4Zz 一 1 SR f(x) 的 连续 区 间 . 
1 并 一 0 
E f(x) 在 zx 二 0 点 及 其 近 旁 有 定义 , 且 f(0) = 1, 由 于 
š: 2 u ml _ F E 
lim f(r) = lim Ze = lim — =] = f(0). 


FELL f(>) Æ r= 0 RAEE C) E x = 1 #l = =— 1 点 处 
是 间 汤 的 ,因此 ,连续 区 间 是 (一 吕 ,一 1)U (一 1,1) U (1, + eo). 
例 6 pap net Jar “ ” ， 问 怎 样 选择 人, 使 函数 在 
= 
点 工 一 0 处 连续 ? 
解 f(x) 在 x= 二 0 点 及 其 近 旁 有 定义 , 且 f (0) = 上 ,由 于 


lim f(z) = limln (1 + 27)+ = limln (1 + 2zx)+ = T 
> rs et 


EI. SE + * W flim fr) = > = /(0) ,函数 


1 + == 0 


In(1-F-2z)7 rO 
f(x) = 
2 


HEA x = 0 处 连续 . 
1.6.3 WKE EH ARAE 


(1) 最 值 性 质 : 若 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 在 闭 区 间 [a,5] 上 ， 
fO) 至 少 取得 最 大 值 和 最 小 值 各 一 个 . 

(2) 介 值 性 质 : 若 f(x) -AKE Cab] EEE, 则 对 于 介 于 f(a) 与 
S 之 间 的 任意 的 数 C, 至 少 存在 一 个 点 &E€ lab) E fO = C. 

特殊 地 ,车 有 fa). f 二 0 成 立 , 则 f(x) Elab 内 至 少 有 一 个 实 
R. (零点 性 质 ) 

例 7 证 明 f(z) 一: 好 一 3z 十 1 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

证 明 显然 a) 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(0) = 1,f(1) 王 一 1, 即 f0). 
fO) < 0. 

由 零点 性 质 , f(x) 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
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练习 题 1.6 
1. RAR f(z) = x? 一 + 十 3, 求 适合 下 列 条 件 的 函数 的 增 量 : 
d) í >= H 1 变 到 2; (2) 4 r H 2 变 到 1; 
(3) 4 r H 1 #F#JJ 1 + Az; (4) 34 r H ro 变 到 ro + Ar. 


2. 求 函数 f(z) = z 1 的 连续 区 间 ， 


WEE EE 
3. 设 函 数 f(z) = 4 z — 2 ,讨论 郴 数 在 点 工 = 2 的 连续 性 . 
1 A ss Z 


4. 求 下 列 函数 的 间断 点 : 





1 Lanz 
(1) f/(>) = GD (2)f(x) BESCH 
Soe? 2z 十 1 zz) 
3 = 一 一 一 一 一 ; (4) = ; 
(3) f(x) 去 二 37 二 7 f(x) TE FE 
2x 一 1 > 之 0 
(5) = <si . 
fz) j= EH, 
T 
sin2x 0 
5. Baso -| = , 问 怎 样 选择 ,使 函数 在 点 x = 0 处 
k > = 0 
连续 ? 


6. ERTE r — 3r + 1 = 二 0 在 1 与 2 之 间 至 少 存在 一 个 实 根 . 
7. 求 下列 极 限 : 








(1) limlncosz; (2) lim Vx? — 2x +9; 

(3) limln(e”—! + z); (4) lim ŽE, 

(5) lim SEME ,mn # 0; (6) lim SHL 
复习 题 (一 ) 

1. 求 下 列 极 限 : 

(D lim art 2, (2) lim Ze 
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(3) lim 2 一 Vz + 2, 
rei 2 一 工 


2. 求 下 列 极 限 : 


(1) lim Sinan, 


zs 





(3) lim da 


3. 求 下 列 极限 ， 
(1) lim di — 2x +5; 


LER 


(3) limln(2cos3z); 


we 和 


a 


(5) lim 1 


TD 


— COS 工 
工 SIlnT 
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1 12 
cb aa sei 


sinz 
SS zech 


sata" 
一 】 





(4) lim (3 ) 


(2) lim (sin2z)3; 


4. 讨论 下 列 函 数 的 连续 性 ,如 有 间断 点 ,指出 其 类 型 ; 





_ =-4 
y = = —3r+2' 
(ia = SH, 

er—1 


bd: 
sin2 工 
gege: Zcos(x — 7)? 
(6) lim 一 socez (eet 0). 
rot Vl—cosr 
Coy tan2z 
27 ze D 
(4)y = 1 == 0. 
< cr ZO 
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21 导数 的 概念 


2.1.1 两 个 实例 
1. 变速 直线 运动 
我 们 知道 , 求 物 体 作 匀速 直线 运动 的 速度 有 公式 = 二 (其 中 s 表示 


路 程 ,t 表示 时 间 ). 但 如 果 求 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 就 无 法 用 这 个 公式 ， 
此 时 我 们 可 以 先 考虑 时 间 区 间 (to,t。 + At) 内 的 平均 速度 uú = 


e LA 一 sc) ,显然 当 At 一 0 时 ,5( 如 果 存 在 ) 即 是 物体 在 时 刻 z, 时 的 


瞬时 速度 v |, = limo = lim 
s(to + At) — s(to) 
At i 
2. 曲线 切线 的 斜率 
如 图 2. 1. 1, 曲线 在 点 ro 处 的 切线 MT 
为 当 割 线 M,M 绕 着 切 点 Mo 旋转 至 切线 位 置 


Mo 工时 的 直线 , 则 斜率 & = tana = lim 22 一 





lim f Ta C) Cn eene E 


话 ). 
2.1.2 导数 的 概念 


以 上 两 例 是 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 和 曲线 切线 的 斜率 的 具体 问题 ， 
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由 此 可 抽象 出 导数 的 概念 
定义 1: 设 函数 (zx) 在 点 zx, 及 其 近 旁 有 定义 , 若 极限 lim 人 存在 . 则 此 


极限 称 为 函数 f(x) 在 点 >, 处 的 导数 (或 称 f(x) 在 点 ze 处 可 导 , 否 则 称 
f(x) 在 点 To 处 不 可 导 ). 记 作 
TE E 71. RLL, I 
de enn A de v 


Bp 
f(x j= lim $ "= = lim f (zs I Ar) — flra) = m £ — f(z) 
i o Ax BEE E a A 


As wäi Ar Jim 了 一 no 
定义 2: 若 函数 f(x) EKE Cab) 内 点 点 可 导 , 则 称 函 数 f(x) Elab) 
内 可 导 ; 又 若 广 Ca) 和 f' (b) 存在 , 则 称 丽 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 可 导 . 


Rb, (xo) = lim Po TR ei Cra) = lim f(r) — f(x.) 分 


Z — A Se Zu 
别称 为 函数 f(x) 在 点 ze 处 的 左 . 右 导 数 ， 

车 函数 f(x) 在 区 间 (a,6) 内 点 点 可 导 , 则 对 于 (a,6) 内 的 每 一 点 x, 
存在 一 个 导数 与 之 对 应 ,这 样 就 确定 了 一 个 新 的 函数 , 称 为 苯 数 f(r) 的 导 
函数 ,简称 为 导数 . 记 作 

fe. ,和 ao, 
导数 的 几何 意义 :f(xo) 的 几何 意义 是 曲线 y= fr) EC ras f (zo )) 
处 的 切线 的 斜率 , 即 
k = tana = f (ro). 
因此 ,曲线 y = f(z) EAC, f(zr.)) 处 的 切线 方程 为 
y 一 (ro) = f'(xz,)(=z— ro). 
法 线 方程 为 
= Fän) == Ee Z 0). 


例 1 KR y= x fE zr = 1 点 处 的 导数 . 


ie Ay ge EE kb kee fa) 
解 F41) lim Zeg lim e 
= (1 + Az)° Zl Iren 2Az 十 Ar _ 2 
Are Ar Anen AZ 
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在 点 2 = 0 处 是 否 可 导 . 


ai 试 判定 函数 y = 人 5 


Ze UH 
fO) — f0) — lim 之 一 1】 
工 x 


en 


=+ co, 


SR f(0) = 1,f-(0) = lim 


的 
-eg x zeg T 


(] + r> D 
所 以 ,两 数 y = T TŽ 在 点 x = 0 处 不 可 导 . 
x = <Ü0 


2.1.3 导数 与 连续 的 关系 


定义 一 极限 一 连续 一 导数 .这 是 函数 f(x) 在 点 r, 处 四 个 概念 之 间 
的 关系 ,但 反之 却 不 然 . 即 在 点 r, 处 可 导 必 连续 ,连续 不 一 定 可 导 ; 不 连续 


例 3 HRA y= |r| EAr = 0 处 连续 但 不 可 导 . 
证 明 limf (zx) = lim|x|= 0 = f(0), 


所 以 .函数 > = |z| 在 点 zx = 0 处 连续 .但 
f. (0) = E lim Ž = 1, 


ven! ef 


Fio = tim ZG) — f00) 
T 


E aal 


= lim 二 之 一 一 1. 
a 


o. 


所 以 ,函数 > 一 |z| 在 点 z = 0 处 不 可 导 . 
练习 题 2.1 
1. 求 下 列 曲 线 在 指定 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 . 
(1)y = Inr 在 点 (e,1) 处 ; (2)y = cosr 在 点 (下 ,如 ) 处 


2. 物体 作 直线 运动 ,运动 方程 为 二 3 一 54, 求 ; 
(1) 物体 在 1 秒 到 1 十 At 秒 的 平均 速度 ; 
(2) 物体 在 4 到 + 十 秒 的 平均 速度 ; 
(3) 物体 在 ETC 
3. 讨论 函数 f(x) = | ”了 ”之 "在 点 xz = 0 处 的 连续 性 和 可 导 性 . 
1 一 zx rss D 
23 


航海 数学 


22 直接 求 导 法 


利用 导数 的 定义 ( 求 增 量 、 算 比值 、 取 极限 ), 可 以 求 得 F(z) 在 点 并 的 导 
数 . 

例 1 RAH y= log.z 的 导数 . 

解 (1) 求 增 量 ;,Ay = f(z= + Az)— f (z)= log, (z + Az)—log,z = 


log. (1 + 225, 


log. + — Az, +28 e, 
Az 


(2) 算 比值 :A 一 = Ñ log, (1 





d = lin Ë lim Ar L = 
(3) RK ER : y lim 27 lim 二 log. (1 + 225 = eg. 


H 


zina 


Bp (log.z) rsl 


xlna’ 
特别 地 , 当 a = e Bt, Cnr)’ = +. 
@ 2 RAÄ y= sinr 的 导数 . 


解 (1) 求 增 量 :Ay = f(z=+ Az)— f(z)= sin(r + Ar)— sinr 


(r +Ar)+T i (=+ Ar)—<= 
Se Eed SEH 


= 2cos 


一 2cos(r + 笠 )sin Az, 








2 
ZS 2cos(z 十 笠 )sin 科 “a sin $Z 
(2) 算 比值 :和 7 Se cos(z + >) ER 
2 
, At 
An _ i Ae, sin — 
(3) 取 极 限 :y = lim A> 一 limcos(z + Sr Ce 
2 
PR 
sin = 





一 limcos(Cz + AT) e lim = COST, 
2 Ars 


Ar 一 0 
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即 


, 
(sinr) = cosz. 


间 理 可 得 


, . 
(cos) =— sinz. 


类 似 地 ,我 们 可 以 得 到 一 些 常 用 的 求 导 基本 公式 : 


(1)c = Die 为 常数 ); 


(3) (a) = arlna ; 


(5)(log,z)' = 





; 
xlna 


(7) (sinz) = cosx; 


(9) (tanz) = se? zr; 





(11) (secr)’ = seczrtanzx; 
(13)(arcsinz)' = —L , 
J 3 
(15)(arctanz)' = =— E 
1 + zr’ 


(2)(z")' = ar“, 
(4)(e’)’ = e; 
1 





(6) (lnz) = —; 
z 

(8) (cosr)’ =— sinz; 
(10) (cotz) =— cs x; 
(12) (cscr)’ =— cscrcotr; 
(14)(arccosz) ”一 一 1 ; 

1— <= 
(16) Carccotz)’ = 一 一 上 

1 + x° 


导数 的 基本 公式 由 常数 和 基本 初等 函数 的 导数 构成 ;六 个 三 角 函 数 相 
互 搭档 且 正 负 相间 ;四 个 反 三 角 函 数 两 两 结论 相同 而 符号 相反 。. l 
GFARE AR u = ulr), v = vlr) 在 点 工 处 都 是 可 导 


的 , 则 有 
(1) cutu) =u tv; 


(3) Ccu y = cu Le HARO, 


(2) (uv) = u" + uu; 


(4) (GI = Ke (u= 0). 


利用 求 导 基本 公式 和 四 则 运算 法 则 , 求 得 导数 的 方法 叫 作 直接 求 导 法 . 
例 3 aen, de 的 导数 . 


WW Ae A t 2 2 AER 
解 Jea atriy = = +t B 





°. _ z +l 
例 4， 求 函数 ， = 了 十 1 的 导数 . 
Bé 2r(3x +1) — 22 +1)3 _ 32 +2zrz —3 


解 (3z+ 1) 


(3z 十 1 六 


as REB y= DEVIE 的 导数 
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y= Pd 
2 r 
=1—-1 4E qe e 
T T 
注 ” 求 导 简便 方法 : 


1. 化 积 商 为 和 差 ;2. 利用 三 角 恒 等 变换 进行 化 简 ;3. 化 假 分 式 为 多 项 
式 与 真 分 式 的 和 . 

例 6 RAŽ y= (in vre) 的 导数 . 

解 = (ln rel = Za zz, 


EE 
y = sz t 2: 


例 7 REA y= 2 L tr msn 


T 一 ] 

dr 8 AE? wie, ZB 

解 过 二 这 SÉ SE EE EE EH 
D 1 
y = 2r+2 p 
_ XX: 十 2x 十 2 
Da KAŽ y= OU 的 导数 . 
RE l 
S y E r OGF sii 
aa 求 函 数 y 一 2 十 3cosz 的 导数 . 
3sinz 
解 y= Z eser + cotz, y’ =— Scscrcotr — csc’ z. 
B#:f lr) 与 [f(xo)] 之 区 别 . 
练习 题 2. 2 

求 函 数 的 导数 : 
l. y = Vrsinr + In2zx + Vx. 2. y = SecTr。arcsinz。 
Sfara sinz 4 e 2x aler t JE — inr 
: ] — cosz` Së T : 
5. = e"arcsinz 6 _ 7 +2r+3 
“> tanz ` dE x 十 1 ” 
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t — z: +2r + 3 


7.y = ln(z e2"). 8. y= SE 


o T 2 T 
sin KREE SS 


9. y = — . Lanz, 10. y = x lgrsinz. 


] — cos’ x 


2:3 ERKAK PA 


对 于 复合 函数 > = f(e(z)),BJ y = fu), u = p(x), 我 们 前 面 求 导 
数 总 是 应 用 运算 法 则 直接 对 自 变量 求 导 ,但 多 数 场 合 不 能 这 样 . 


例如 求 y = ln2zx 的 导数 就 不 能 直接 用 公式 (lnz) = L, 否则 就 会 发 生 
错误 . 
正确 答案 :y = (ln2x) = (Jn2 十 Inx) = L+. 


错误 答案 :y = (ln2z)' = 元. 


比较 之 下 ,错误 答案 的 原因 是 把 2x 当成 了 自 变量 . 解决 这 个 问题 ,有 以 

下 的 法 则 : | 
设 y = f) 对 ww 可 导 ,u = pg(7) XF > BÍ Sp. WRAAK y = Tech 
也 可 导 , 且 有 


y= lun, sk y”, = f ug (=) RÈ = Ce ee 


这 样 回 过 头 再 求 y= ln2z 的 导数 就 不 成 问题 了 :y = lnu,u 一 2z( 中 间 

变量 w 和 自 变量 x 共有 两 个 ), 即 
y = (lnu) nl, = H (2x), = 二 +. 

求 复合 函数 的 导数 可 分 两 步 : .. 

第 一 步 ( 关 键 步骤 ) ” 先 将 复合 函数 分 为 若干 个 简单 函数 , 辩 明 各 函数 
的 中 间 变 量 和 自 变量 是 什么 . 

第 二 步 “再 逐一 求 导 后 相 乘 . 

具体 解 题 过 程 在 写法 上 可 采取 两 种 : 

例 1 RAŽ y = cos(sin(1 一 2x)) 的 导数 . 
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解法 1 
y = cos(sin(1 一 2z)) 可 分 成 :y = cosu,u = sinv,v = 1 — 2x. 
y = ysu yu’, = Ceosu)’, * (sinu)”, + (1 — 2r)’, =— sinu * cosv * (— 2) 


=— sin(sin(] — 2x)) » cos(1 — 2x) * (— 2) 
= 2cos( l] — Zeche sin(sin(1 — 27)). 
等 上 述 写法 熟练 后 ,中 间 变 量 可 不 写 出 ( 记 在 心里 ). 
解法 2 
y 一 一 sin(sin(1 — 2z=))(sin(1 — 2+))” 
一 一 sin(sin(1 一 2xz))。cos(1 一 2z)。(1 一 2z) 
=— sin(sin(1 一 2z))。cos(1 一 2z)。( 一 2) 
= 2cos(1 一 2z)。sin(sin(1 — 2z)). 
Di RAŽ y= sin?2z? 的 导数 . 
解法 1 
y = 3 sin’2x? 。(sin2z2) = 3 sin?’ 2z? + cos27x: + (2x?) 
= 3 sin22x2 + cos27’ + 4z = 12x ° sin22x2 + cos2x2. 
解法 2 
y = 3 sin? 2z? 。cos2z2z。4z = 12x 。sin22z2z 。cos2z2. 


W3 R y= e” 函数 的 导数 . 


解 y = (3r) = 3e. 
@J4 R y= (zi 一 3z) 函数 的 导数 . 
解 y = 3 (2r? — 3z=)2 » (4r —3). 
例 5 求 函数 y 二 Vtanr 一 e ”的 导数 . 
解 
y = = e (sec zt 3e*r) = seet Ae 


2 /tanz 一 e 3 2 /xanz ei 
Sé 
@ 6 Ee E 十 sec2x 的 导数 . 
解 


ya 2sin3z e cos3x + 3 - r? 一 sin? Äre 2x 


es? + sec2ztan2<x ° 2 


_ 3<xsin6xz — 2 sin° 3x 
SE 


+ 2sec2ztan2<zx. 
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例 7 RAR y= JT 。cot2r - 23: 的 导数 . 
解 


7 ! 


y = Zei e cot2x + 2 十 bk T? e (— csc22>) ° 2 + 2-3 + ai «cot27 


. 2 ln2 - (— 3) 





= Ë. 。 cot2zr + 23: — 2 VZ + esè 2r e 2| 一 3ln2 - yT? + cot2= 
3 Ar 
° 2 
练习 题 2.3 
求 下 列 函 数 的 导数 . 
l. y = (2z — 3>°. 2. y = arccot(1 — 3x). 
3. y = lnlnz. 4. y = 2sin( r? 一 2z). 
5. y = ez, 6. y = In(r + Vr +a )(a > 0). 
7. y = csc /1 + 2x°. 8. y = sin (— r? + 1). 
T 2 
9. y= 一 一 10. y = In(cscz 一 cotx). 


11. y= Vz+ /z+ /x . 12. y = 3” E 


13. y = sin[cos(tanz)]. 14. y = sinz 十 zcotzyy” |,-z. 


15. y= ez e /z+l,y Le 
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前 面 我 们 所 讨论 的 函数 是 y = f(x) , X EE FK A sb PR28. 但 还 有 另 
一 种 形式 的 函数 ,变量 zx 和 > 以 隐 函 数 F(r,y) 一 0 的 形式 出 现 , 如 式 子 z 一 
y = 1,z* y = 1 #l e” = z+ y FE. Wí Il P8 4 Pa š n] L) 38 f ES PG 3 T (k f: 


之 变 成 显 函数 , 即 y — r—1 M y = 十; 后 一 个 函数 则 无 法 显 化 . 


注 :在 隐 函 数 中 变量 r 和 2? 地 位 是 平等 的 ,这 样 如 对 工 求 导 则 把 y 看 作 
函数 ,如 对 y RFW AERAR. 
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思考 :说 说 (z) ,与 (Tz) ,yy 与 y 及 (y*) ,与 (y')', 各 表示 什么 ?各 等 于 
什么 ? 

利用 复合 函数 求 导 法 则 ,在 隐 范 数 F(Czr,y) = 0 两 边 同 时 对 自 变量 x 或 
y 求 导 , 再 解 出 所 求 的 导数 y EA 

例 1 求 方程 由 xy = 1 所 确定 隐 函 数 > 的 导数 . 


解 1 y= 


Si y 十 xy" = 0,y' = =, 


例 2 BA y'— 3ary 一 0( 笛 卡 儿 叶 形 线 ), R y Mr’ 
解 
3z? + 3y'y' — 3ay — 3ary' = 0, 





@ 3 已 知 凡 一 3zy = 1, Ry |a. 





解 3y y — 3y — 3xry = 0,y = T> 
HME 
当 工 二 0 时 ,y 二 1, 所 以 y |e = 1. 
注 :应 先 求 出 zx = 0 BF,y 二 1; 否则 ,会 得 出 错误 答案 y |e = 
SA 求 方程 由 e” = rt y 所 确定 隐 函 数 y 的 导数 . 
解 e (十 区 0) Aan = Ass, 
Ss 求 方程 由 y = lIn? 十 3y) 所 确定 隐 函 数 y 的 导数 . 


+ Zr + 3y s Zr 
w 2yy z? 十 3y SS 2r’ y + 6y° — 3° 


注 :1. pa R #& hg FRE TE AE Ht P] P BI EA R RGE zÑ; 
2. BRR PEA n 4 y, 求 导 后 就 有 nn 个 y“. 
练习 题 2. 4 


求 隐 函 数 的 导数 : 
1.z 二 yy 一 水 一 3. 2. xy 一 In(r + y). 


1 
x: 
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3. ziut 2z2 y — y° = 1. 4. y = cosxy. 


5. 设 Vy l+ ze, sk dy ERT 
dx 


"2.5 “对 数 求 导 法 


对 数 求 导 法 是 对 函数 的 两 边 同时 取 对 数 ,再 用 隐 吨 数 的 求 导 法 求解 . 
例 1 Re = yty + 2” + sinz 的 导数 . 
解 ”两 边 取 对 数 


zry = Ting’ 4 wii + yln2 十 lnsinr， 


求 导 y+ay' = 1 , 2z + 2yy- +y 'ln2 十 DE, 


之 十 (六 十 2 )cot — z? y — yš 


4 In2(z2' +y) Hya a — ry? ` 


2 = 2 +y Š 
例 2 Ry= J= 的 导数 


解 两边 取 对 数 

bs ze Tina E E Lint “aY 
š Sr L a, RE WR, ee y 
求 导 SE l 
, == 2zy — 8y° 

12z: — 13zy 一 5y 

Sa 求 函数 y == r Dä. 
SW ”两 边 取 对 数 


lny = zlnz， 
y = r (lnr + 1). 
SA RAR y = x" + cost 的 导数 . 
解 1 y = (z=“)'—sinr,y' = x' (nr 1) — snz. 
解 2 y — cost = x", 
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两 边 取 对 数 
In(y— cosx) = xlnz， 
求 导 2 teor lnr+ 1, 


y — cosx 


y = x" (lnx +1) — sinz. 


' {x= D= 
例 5 RER y= ae de 的 导数 . 


解 Iny 一 In(2z 一 1) 十 ln(1 —z)—In(3r+2)—In(2r+1D + 








ar E EES, 1 

x FR ER SSS Ee DEE De 
_ Q2r—DGQ— >) — 2 Lä 3, 1 
E RTE Dl a TEE A EE Ei 


注 : 对 数 求 导 法 一 般 适 用 于 多 个 式 子 的 积 或 商 、 含 高 次 根 式 或 含 
u) 形式 的 情形 . 


练习 题 2. 5 
求 函 数 的 导数 : 
l. y= (z +)” 2 y = zD (CD, 
3. y= (r+ VIF. 4. y = /+ EEN 
5. y = z!“ — x 


26 高 阶 导数 求法 


一 般 的 ,对 函数 f(x) 的 导 函 数 广 (z) 再 求 导 ,所 得 的 函数 称 为 函数 
f(z) 的 二 阶 导 数 ; 对 函数 fOz) 的 二 阶 导数 再 求 导 ,所 得 的 函数 称 为 函数 
fa) 的 三 阶 导 数 ; 如 此 类 推 ,n 一 1 阶 导数 的 导数 称 为 n 阶 导 数 . 记 法 : 


Kë ” m da ed f(r) 
二 阶 导数 y ‚Í Lies 或 dz? D 
” w dš d (x) 
IRSE E a ER, 
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4 4 
四 阶 导 数 y SO a E ef tz, 
E dr 


n 阶 导数 y”, f” d az), 


一 般 地 说 , 求 n 阶 导数 应 先 求 出 n — 1 阶 导数 . 
例 1 D F(z) = zxsinr. 求 导数 (x), 并 求 f0). 
解 
f'(x) = sinz + zcosr,f (x) = 2cosz — rsinz, f”(0) = 2. 
H2 Ü y = e, R nt y. 


解 
7 P ” x in) A 
y =C, y =e, es y = EI, 
W3 设 f(r) = cosr,R n 阶 导 数 ft” (>). 
解 由 
(cosz) ”一 一 sinz = cos( +z), 
(cosx)” = (一 sinz) ”一 一 cosz = vi +r), 


Gegen — fa dinr i =E oa nr cos( = Ea; 


(cost) = cosz = cos( +E +r), 


由 归纳 法 ,得 ft? (Cay = cos( + z). 


显然 , 当 例 2 和 例 3 公式 中 的 n 取 具 体 的 自然 数 时 , 则 可 求 出 任意 阶 的 
导数 . 

注 :1. 注意 四 阶 及 以 上 的 导数 与 低 阶 导数 在 记 法 上 的 区 别 ; 

2. 求解 n 阶 导数 ,在 于 先 求 出 前 几 阶 导 数 , 找 出 规律 ,利用 归纳 法 可 得 . 

SA fa) = In(z 十 1), 求 n 阶 导数 f(x). 

解 由 


_ 1 _ 1 
F = zT f'G) = +T 
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f” (z) = 


2 
(x+1)?’ (1+1)? 


tel = H 
归纳 以 上 所 求 可 得 
(一 1) 一 (一 1)1 


d'Ae (z+ 1)" 


练习 题 2.6 


l.y 二 x*cosr, 求 y . 

2. y = rarctanz 十 3 (r +1) 3R y” J. 
3. y = (2r — 1), R y”. 

4. y = a In'r,3K y”. 

5. y = zi Le", y”. 

6. y = (r+ eR y”. 


27 ”微分 及 其 求法 


2.7.1 微分 的 概念 


从 图 2.7. 1 看 切线 的 斜率 上 = f(r) W Ar = dz, 则 dy 也 就 表示 “线段 
的 长 度 ”, 即 函数 f(x) fE z, 点 的 切 
线 的 增 量 ,而 且 有 dy = f (xo)dr. 

一 般 的 ,如 果 f(z) E r nk 
可 导 , 我 们 称 dy = f(x)dr X A 
数 y = f(z) 在 点 工 处 的 微分 (也 
称 f xr) 在 点 工 处 可 微 ). 

从 几何 图 形 上 可 明显 看 出 ， 
虽然 导数 和 微分 在 概念 、 几何 意 
义 和 表 示 上 有 所 不 同 ; 但 它们 在 "TER 
本 质 上 是 相通 的 ,从 定义 上 看 , 求 得 导数 也 就 可 写 出 微分 ,所 以 今后 说 可 导 
和 可 微 是 一 致 的 . 而 且 微 分 的 运算 法 则 和 公式 也 完全 可 以 由 导数 平行 得 出 ， 
只 是 写法 上 不 同 而 已 . 
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2.7.2 微分 的 运算 
1. 微分 的 四 则 运算 法 则 


HAR u = ulr) v = vlr) aj, 


d(u + o)= du + dv; 
d(uv)= vdu + udv; 
d(cu )= cdu(c 为 常数 ); 


d HN = 
Kéi 


2. 微分 的 基本 公式 

Dde = O(c 为 常数 ); 

(3)da“ = a’lnadx(a > 0,a Æ 1); 
dr 


(5)dlog,z= = ing 





(a > 0,a Æ 1); 


(7)dsinr = coszrd<x; 

(9)dtanr = sec rdr; 

(11)dsecz = secrtanrdz; 
dr 





(13)darcsinr = ————;; 
1 — x 
—_ _ dr 
(15)darctanr = ITL: 
例 1 y= (r+ x), dy. 


vdu 一 udv 


l (u Z 0). 
v 


(2)d(z=°) = arx” dz(a € R); 
(4)der = edr; 
dx 





(6)dlnr = —; 
Be 
(8)dcosr =— sinzdr; 
(10)dcotz 一 一 csczzdz; 
(12)dcscy =— csczcotrdr; 
ss. dx 
(14)darccosr = 一 一; 
dl x° 
dx 
(16)darccotr = Ipa 


解 dy = (Cr+) Y dr = 3 (= + z2)2 (r +) dr 
= 3 (r+) (1 + 2z)dz. 


例 .2 
解 


y = ze , 求 dy. 


dy = (xe™ y dx = (e? 27xe)dz. 





3. 微分 形式 不 变性 
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对 于 复合 函数 y = f(e(z)),y = f(u),u = glr), y = = dx ER 


= f(u)» e (z). 
由 定义 ,dy = ydr = f(u) * etzidz, ii 





du = S“. ar = gl teide, 
所 以 dy = f'(u)du = f (ie (zx)dz. 
这 就 是 所 谓 的 微分 形式 不 变性 . 
DA it y = sin:x, 求 dy. 
解法 1 由 定义 dy = ydz, 得 
dy = (sin°z) dr = 2sinrcosrdx = sin2zdz. 
解法 2 用 微分 形式 不 变性 ,得 
dy = 2sinrdsinr = 2sinz 。coszdz = sin2xrdxz. 
例 5 i y = ersin2z, ZE dy. 
解法 1 由 定义 dy = y dz, 得 
dy = (e *sin2z)'dz = [(e™)’sin2r+e™” (sin2x)’ Jdr 
= [e *(— 1)sin2z + e ”cos2<x • 2 ]d=z 
= € “(2cos2r — sin2z)drx. 
解法 2 用 微分 形式 不 变性 
dy = sin2xde * + e *dsin2=z 
= sin2z'e *d(— z) + e *cos2rd(2x) 
= e * (2cos2z 一 sin2z)dz. 


De Se EA Gen 


dr 
解 dy = -一 -一 dCV2z) = E ss we, 
E: SR EC ec (1 十 2z) dir 


例 7 W y+2r—z=z y = 1, 求 dy,dz. 





解 dy + 2dr — 2zydz — z° dy = 0,dy = EE 
机 
y y GEN Zon — 2? 


2.7.3 ”微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


从 微分 的 几何 意义 中 可 看 出 
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1. 当 |Az| 很 小 时 ,有 


Ay ~ dy = 广 (zo)Az， (2.7.1) 
同时 有 
fro + Az) zs f(T0) + f (ro )Ax. (2.7.2) 
2. 当 | xz] 很 小 时 ,有 
fer) == fO + f (ois, | (2.7.3) 


例 8 计算 sin30°15 的 近似 值 . 
RSR eem f(x) = sinr,z, = pA 一 15' = =, f (z) = cosx. 


720 
由 公式 (2. 7. 2) ,得 


x 


1 
720 2 ` 1440 





sin30°15' œ sin T + (cos ze? 。 
例 9 计算 V36 的 近似 值 . 
f em f(x) = Vr,ze 一 27,Azr 一 一 1, f'(x) = 





1 
3 Vr 
由 公式 (2. 7. 2) ,得 


3⁄26 == Ya7 1 —p=3—- 1 = 85.. 
26 dl + X (— D) = 3 —gç == y == 2.017. 


例 10 证 明 当 |zj 很 小 时 ,ln(1 + zx) =ç z. 


证 明 RAR f(x) 一 ln(1 十 z), 由 公式 (2.7.3) ,得 
1 = 
fa) == ln(1 十 0) 十 TFT ° x = z. 


¿£ ; = fA PA 8 ñ) fli BE , š FA DA BE bl JS E FB fB BE til. 
练习 题 2.7 


1. > FIARA dy: 
(Dy = tan L, (2)y = In(3— x )+ SEF; C3)y = 2zsin3z; 





cosx Inx 





(4)y = (y= (6)y = ln( lnsin7 ). 
2. 求 下 列 函 数 的 微分 dy: 

(l)e = r+ y; (2)ry = cos(z= + y); 

(Gig +r’ y— 2r = 3; (inlr — y) = 3zy + z. 
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3. 求 近似 值 : 
(1) Vi23; (2)e"% , (3)ln1.05; (4)cos59°; (5)arctanl. 03. 
4. 设 f 为 可 导 函 数 , 求 消 数 y= (lnz) 的 微分 . 


2.8 ” 郑 数 单调 性 的 判定 及 极 值 .最 值 的 求法 


2.8.1 单调 性 及 其 判定 


对 任意 的 z, z, € (a,b),Ú r, < r AA f(z,) < flar) WER f(x) 
fE(a,b) 内 单调 递增 . 如 图 2. 8. 1 所 示 . 

对 任意 的 zi ,zz € (a,b), 设 zi < z, EA f(x.) > flr), WER f(x) 
Elab) 内 单调 递减 . 如 图 2. 8. 2 所 示 ， 


f(x) 





图 2.8. 1 图 2. 8.2 


定理 1 若 f(x) 在 (a,6b) 内 可 导 , 且 有 f'(zr)> 0 (或 二 0), 则 了 (x) 在 
(a,b) 内 单调 递增 (或 单调 递减 ). 
例 1 判断 y = Inr 在 区 间 (0, + oe) 内 的 单调 性 . 


解 y = 二 > 0, 所 以 y 一 xz 在 区 间 (一 co, 十 co) 内 单调 递增 


2.8.2 函数 极 值 的 及 其 求法 


1. 极 值 的 概念 
# f(x) 在 z 及 其 近 旁 有 定义 , 且 对 ro 近 旁 的 任意 点 x, 都 有 f(x) < 
fixo) (f(z) D f(z.)),MU#KR f(xo) 为 f(x) 的 极 大 值 ( 极 小 值 ),xo 称 为 
f(z) 的 极 大 ( 极 小 ) 点 . 极 大 (小 ) 值 统称 为 极 值 , 极 大 (小 ) 点 统称 为 极点 . 
设 函 数 f(z) 在 区 间 (a,6) 内 可 导 ， 称 使 f Gi 二 0 的 点 zo 为 函数 
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f(x) EKE Ca, b) 内 的 驻 点 ， 
如 图 2. 8. 3 所 示 ,点 zz xs 为 极 小 点 ,点 zz .zi 为 极 大 点 ,zs 为 驻 点 . 








Mkasessse 


图 2.8.3 


定理 2 设 函 数 f(x) 在 点 re 及 其 近 旁 可 导 , 且 xo 为 驻 点 ,在 Dt. 

车 左 侧 有 f(x) 二 0, 右 侧 有 (x) > 0, 则 点 zo 为 f(z) 的 极 小 点 ; 

车 左 侧 有 f(x) > 0, 右 侧 有 f a 二 0, 则 点 z 为 f(z) 的 极 大 点 ， 

车 在 r WE GW. 广 (zx) 不 变 号 , 则 点 zo 为 f(x) 的 驻 点 . 

注 :(1) 极 值 只 是 局 部 最 值 的 概念 ; 

(2) 极 大 值 并 非 比 极 小 值 大 ; 

(3) 函数 在 极 值 点 左右 近 旁 有 定义 ,因此 极 值 点 和 驻 点 不 可 能 出 现在 
区 间 的 端点 上 . 

2. 极 值 的 求法 . 

+ HHE Dš BH nj S R 2k O 8 18 Pa > EEA , MEA RER ELA. D 
此 , 求 函 数 极 值 点 的 步骤 : 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ; 

(2) 求 驻 点 和 连续 且 不 可 导 点 ; 

(3) 列表 ,确定 极 值 点 并 求 出 极 值 . 

Di R y = zr'— 2zx° 十 z 的 极 值 点 和 单调 区 间 . 

解 Ee, + co); 


y = 32 —4r+1 = (äs (ts 3 y' wn ELE EE LUN 


二 1. 列表 : 


3 





航海 数学 


从 表 中 可 知 , 在 区 间 ( 一 co, 于) U (1, + e°) 内 ,曲线 单调 递增 ;在 区 间 


GoD 内 ,曲线 单调 递减 . r BR BAS: z = 0 是 极 小 点 ， 
极 小 值 为 0. | 

例 3 Ry= (zx 一 广 )， VF kt. 

解 “>€ (一 %%, 二 0); 


, 5(r +1) , P 
= 一 一 一 一 ， 一 0， 部 并 一 一 1， 一 一 2 (r) 
y EE g y 一 0, 得 驻 点 x 一 一 1, 且 z 一 一 2 是 使 /(z) 不 丰 


在 的 点 . 列表 : 





从 表 2. 8.2 可 知 ,在 区 间 ( 一 ,一 2) U (一 1, 十 co) 内 ,曲线 单调 增加 ; 
在 区 间 ( 一 2, 一 1) 内 ,曲线 单调 减少 .x = 一 2 是 极 大 点 , 极 大 值 为 0;z 一 一 1 


是 极 小 点 , 极 小 值 为 一 z, 
注 :(1) 连续 且 不 可 导 点 也 可 能 是 极 值 点 ; 


(2) 在 驻 点 或 连续 不 可 导 点 的 两 侧 , 若 导 函 数 不 变 号 , 则 该 点 不 是 极 值 


2.8.3 FREE A) RE 


设 ro 是 闭 区 间 [a,b] 上 的 一 个 点 ,对 任意 的 点 zxE [a,6bj], 若 都 有 f(z) 
< f(x.) (f(z) 之 f(zo)), 则 称 点 zo 为 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 最 大 值 点 
(最 小 值 点 ) ,简称 最 值 点 ;f(xo) 称 为 最 大 值 (最 小 值 ) ,简称 最 值 . 

注 : 最 值 点 只 可 能 出 现在 驻 点 、 不 可 导 点 和 端点 . 所 以 ,只 要 求 出 这 三 种 
点 比较 之 , 柄 数值 最 大 的 点 即 是 最 大 值 点 , 郴 数 值 最 小 的 点 即 是 最 小 值 点 . 


例 4 f fO) = > — 3r +3#E[— 1,21 上 的 最 值 . 


解 y =3r — 6r,” y = 0, 得 驻 点 zx! = 0,z, = 2. 
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H AO = 3, f2) SE edel) SE 


比较 大 小 ,得 f(z) E 1,27 上 的 最 大 点 为 0, 最 大 值 为 3; 最 小 点 为 
一 1 和 2 ,最 小 值 为 = 1, 
练习 题 2.8 


1. 判定 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 单调 性 : 

(1)f(z) = e — zr, (一 co 十 co); (2)FGz) = w=—Inr,(0,1); 
(3)f(r) = x — sinz,(— œ, +20); (4) flx) = r? —x2,(1, +). 
2. 确定 下 列 函数 的 单调 区 间 、 极 值 点 和 极 值 : 

(1)f(z) = Ai — 3r? —9r— 5; (Dfl) = Yr; 





(3) flx) 一 并 一 2lnz; (4)f(z=) = (z=— 2) (zr— 1)’; 

(5) f(x) = e", Ofl) = z— VIFT; 

Cfl) = x —3=z+1 3 (8)f(=) = =< —In(1 + z); 

(flr) 一 (zz — 1: EE (10) f(z) =+ cosz,z € (0,27); 
3 

ADFC) = (xr— zt; (12) f(x) = pr 

5. 求 下 列 函 数 在 给 定 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 : 

(1)y 一 xs 一 并 十 1,[ 一 2,2]; (2)y = Si — Za, [— 1,2]; 


(Wy= r+ Vlr, [一 5,1]; (4)f(z) == rí [0,2]. 


"2.9 ”曲线 的 凹凸 性 和 拐点 


2.9.1 Did 


ERAS) ERKA Ca, b) 内 可 导 , 如 果 曲 线 y 二 f(r) 上 每 一 点 处 的 
切线 都 位 于 该 曲线 的 下 方 ( 上 方 ), 则 称 曲 线 y = f(x) EKE Cab) Rn 
cm) 的 . 如 图 2. 9. 1 示 . 

Did pi Mgr : 设 函 数 f(z) 在 开 区 间 (a,6) 内 二 阶 导数 存在 ,在 (a,5) 
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Æ 2.9.1 


(1) # f'(=) >0, 则 曲线 y = f(z) Elab) 内 是 止 的 ; 
(2) 车 了 (zr) 一 0, 则 曲线 y = fr) Elab) 内 是 凸 的 . 
例 1 求 曲线 > = Inr 的 凹凸 区 间 . 

1 


E retes L,y = 一 喜之 0. 所 以 ,在 (0, 十 oo) 内 , 曲 


线 y = lnr 是 凸 的 . 


2.9.2 PA 
连续 曲线 y= f(x) 上 四 凸 的 分 界 点 , 称 为 曲线 y= f(x) 的 拐点 . 
求 拐点 的 一 般 步 又 : 


(1) 确定 函数 的 定义 域 ; 

(2) R toi, RE Fr(z) = 0 的 点 和 f(x) 不 存在 但 连续 的 点 ; 

(3) 用 这 些 点 把 区 间 划 分 为 小 区 间 , 列 出 表格 . 

注 :(1) 驻 点 . 极 值 点 和 最 值 点 是 指 横 坐 标 ,拐点 是 指 横 、 纵 坐标 ; 

(2) 若 在 点 zx; 的 左右 两 侧 f”(x) 异 号 , 则 (zi,F(zr)) 是 曲线 y = f(x) 
的 拐点 ,否则 不 是 . . 

Di RHR y= r'— 6r’ WM £h K. 

解 x € (一 co 十 co); 

y = 4r —12r,y' = 12r? — 12,9 y” = 0, 得 x 一 一 1,zzs 一 1. 列 表 : 

3⁄ 2.9.1 
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从 表 中 可 得 ,在 区 间 ( 一 co ,一 1) U (1, + ee) AHR y = x' 一 6x? 是 
四 的 ;在 区 间 ( 一 1,1) 内 ,曲线 y= x' 一 6x? 是 凸 的 ;拐点 是 (一 1, 一 5) 和 (1， 


— 5). 


练习 题 2. 9 
1. k F $l] fH #Ë Ag [M] fh PX [8] fl 3 A : 
(Dy= = — Li (2)y = Inl +z’); 
(8)y= ai — Zei +1; Ee a 


2. 已 知 曲线 y= r +art—2xr+ 5 fE z = 1 有 拐点 , 试 确定 系数 a, 并 
求 曲线 的 拐点 坐标 和 凹凸 区 间 ， 

3.a,b 为 何 值 时 , 点 (1,2) 为 曲线 y = ar? + br’ 的 拐点 ? 

4. 设 三 次 曲线 y 二 十 3ar? 十 3&r 十 c, 在 x= 一 1 处 有 极 大 值 ,点 (0,3) 
是 拐点 , 试 确定 a,b,c 的 值 . 

5. 已 知 连续 函数 y = f(x) 满足 下 列 条 件 :f(0) = 0,f(0) = 0; Rz 
< 0 时 ,Fr) > 0,f'(z=)<0. 14 r > 0Bf,f' (>) > 0,f”(z) 二 0. 试 作出 
函数 图 像 的 大 致 形状 . 


复习 题 (二 ) 


1. 判断 正 误 : 

(1) 车 函数 f(x) 在 点 ze 不 可 导 , 则 该 函数 在 点 z 不 连续 ; 

(2) 车 函数 f(x) 在 点 z 不 连续 , 则 该 函数 在 点 ze 不 可 导 ; 

(3) ERK f(x) 在 点 zo 可 导 , 则 该 函数 在 ro 不 一 定 可 微 ; 

(4)(cos(1 一 x)) =—sin(1— z); 

(5) 如 果 fir) 在 zo 点 可 导 ,p(z) fE xz, 点 不 可 导 , 则 EEN, 
Xo 不 可 导 . 


2. 填空 ; 
(1) 设 曲线 方程 为 y>= f(z), 曲线 在 点 po《(xo ,yo) 与 p(z,y) Z OK 
的 斜率 是 ,在 点 po (=o, yo) 的 切线 斜率 ( 若 斜率 存在 ) 是 


在 点 Po (zo,yo) 的 切线 方程 是 ; 
(2) 若 函 数 f(x) 在 点 工 处 可 导 , 则 函数 f(x) 在 点 z 处 的 微分 dy = 


: 
$ 
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1 
9 + x° 


(4) BA F(z) = In3z + 2e? , f (2) = ; 
(5) 设 物体 的 运动 方程 为 s(t) = P + t, WRR A va) = R 
加 速度 为 a(t) = $ 


(6) 函数 /(x) = r+ 1 的 单调 递减 区 间 为 j 


(7) P83k f(x) = r’ — 2r 的 极 小 值 为 „AA f(z) = rlr 3)’ 
的 极 大 值 点 为 
(8) 函数 y = ze" 在 [0,2] 上 的 最 小 值 为 
(9) 曲线 y = z*'— 3r + 1 Bh IB] 3 ; 
(10) KA F(z) = (zx? 一 1)’ + 1 取得 最 小 值 的 点 可 能 是 下 列 诸 点 : 
或 ; 


(11) 函数 y = Z-r — 3: + 1 Ë 38 j BË F. EJE 9 [2 69 EÈ 





(3) dr = d ; 


”3. 选择 题 : 
(1) 函数 > 一 f(x) fE zo 处 可 导 , 且 f (xo) 一 V3 , 则 曲线 y = f(x) fE 
点 (zo , f (x0)) 处 的 切线 的 倾斜 角 是 ( ). 


(A)0 (B) 3 (C) 锐角 (D) 钝 角 





(2) 设 函 数 /(zx) 在 点 zo 处 的 导数 存在 , 则 lim 大 于 一 “ez — fro) 


=( $ 
CA)2f (7) (B)2f Gei (C)f Cro) D) 六 (>z) 


Ke >o 
(3) 已 知 函数 f(x) -1 "Tags wir 
e" A e D 
CA) 间断 (B) 连续 但 不 可 导 
(CHE OO) =—1 (D) f'(0) = 1 
(4) 车 函数 riet Di WS = C ). 
(A)f'(In° >) (B)2Inzf'(In2 z) 
(C) 2lnz [ fn: z) J (D) Plaz ACn?) 
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(ig = €C, 可 导 , 则 dy 一 ( >). 


(A) xdelr) = E (B) 2 (x) p(x) 
T T 

ç dei r) det zi — de( z) 

0 P= EE === 


(6) 下 列 命题 正确 的 是 ( 1. 

(A) 驻 点 一 定 是 极 值 点 (B) 驻 点 不 是 极 值 点 

(C) 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 (D) 驻 点 是 函数 的 零点 

(7) 曲线 y = 3z° 一 x 是 凸 的 且 具 有 一 个 极 值 点 的 区 间 为 人 ). 
(A)( 一 co, 十 co) (B) (一 co,1) 

(C)(1, + eo) (D) (一 1, 十 co) 


(8) 已 知 f(z) = acosr + Zeite 为 常数 ) 在 x = E 取得 极 值 , 则 a 


= ( ). 

(A)2 (B)1 (C)0 (D)—1 

(9) 车 f(z) 在 区 间 (a,6b) AERA ff (z) >0,f'(z) > 0, WJ BH #Ë f(>) 在 
此 区 间 内 是 ( ). 

CA) 单调 递减 ,四 的 (B) 单调 递减 , 凸 的 

(C) 单调 递增 ,四 的 (D) 单调 递增 , 凸 的 

(10) RRA F(Cz) 在 (一 co, 十 ce) 内 二 阶 可 导 , 且 f( 一 x) = 一 f(z), 如 
R4 r> 0Bf,f'(z) > 0, 且 fa) >0, 则 当 z 一 0 时 ,曲线 > 一 F(z) 是 
( ). 


(A) 单调 递增 且 是 凸 的 (B) 单调 递增 且 是 四 的 

(C) 单调 递减 且 是 凸 的 (D) 单调 递减 且 是 四 的 

(11) 如 果 f Cro) = f Cx) = 0, 则 f(x) 在 xr = ze 处 ( 3. 
(A) 一 定 有 极 大 值 (B) 一 定 有 极 小 值 

(C) 不 一 定 有 极 值 (D) 一 定 没 有 极 值 

4. 计算 : 


(1) 设 y= 二 2"+, 求 dy， 
4.3 
(2) 设 y = (= ) EE 


(UE: 





(3)zys — 3z? = zy —3,3R y Jun 
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(4) i& f(x) = (sinr) +2”, R f (ax). 
5. HE FIRA r = 0 处 的 连续 性 与 可 导 性 : 





2 十 z: zz 0 xi cos L r= 0 
(Dfa) = ; (2)g(r)= SÉ ; 
Zar ze = 
0 == 0 
sinr +S 0 
(3)f/(z=) =< T i 
0 工 一 0 


6. 曲线 y= 二 工 十 2 一 2 上 哪 一 点 处 的 切线 与 xz 轴 平行 ? 哪 一 点 处 的 切 
线 与 直线 y = 6z 十 2 平行 ?又 在 哪 一 点 处 的 切线 与 r 轴 交 角 为 30"? 

7. 已 知 电容 器 极 板 上 的 电荷 为 6(1) = omwsinar ,其 中 c, pim vo 都 是 常 
数 , 求 电流 强度 ilt). 

8. 84 —-1< r< 1888 y= [+= 一 +) 是 单调 递减 函数 , 求 a 的 
取 值 范围 . 

9. 确定 曲线 y= zzln 二 的 凹凸 区 间 和 拐点 . 

10. 求 使 函数 fr) = r? + 3kz?2 一 人 一 1 没有 极 值 的 实数 & 的 取 值 范 
围 . 

11. ee f(x) = ar; 十 bx’ 十 cr 十 5 在 x = 二 一 2 时 取 极 大 值 ,在 z= 
4 时 取 极 小 值 , 而 极 大 值 与 极 小 值 的 差 为 27, 试 确定 a,b,c 的 值 . 
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微 积分 中 的 两 个 基本 概念 一 一 微分 和 积分 都 来 源 于 实践 . 在 第 二 章 中 
我 们 已 经 学 习 了 导数 与 微分 ,本 章 我 们 将 学 习 它 的 逆 运 算 一 一 积分 . 


3.1 原画 数 与 不 定 积分 


3.1.1 原 胃 数 与 不 定 积分 


在 第 二 章 中 我 们 所 学 的 是 已 知 一 个 函数 , 求 这 个 函数 的 导数 (微分 ); 现 
在 是 已 知 一 个 函数 的 导 函 数 , 求 该 函数 的 表达 式 . 为 此 , 先 给 出 下 面 的 几 个 
概念 和 结论 . 

1. # F'(z) = f(z=)(dF(z) = f(r)dr) , WEKA F(z) 为 函数 f(x) 
的 一 个 原 函 数 . 

2. 函数 f(x) 若 有 一 个 原 函 数 F) , 则 有 无 穷 多 个 原 函 数 , 即 有 F(x) 
+ C 的 形式 . 

É F (z) = flx), Fil) = f(z), 则 有 (Fi(z) 一 F,(z))” 一 0, 从 而 
有 F,Czr)— F,(z) = C, 所 以 F, (z) = F(x) 十 C, 即 同一 个 函数 的 原 肾 数 
间 仅 差 一 个 常数 . 

3. 设 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 称 表示 式 F(z) + C 28 f Cx) 的 不 定 


积分 , 记 为 | 7(z)dz, 即 
fdz = F(z)+ C. (C 为 任意 常数 ) 


其 中 ,x 称 为 积分 变量 , 函数 f(x) 称 为 被 积 函 数 ， | 称 为 积分 号 ， 


fS Ddr 称 为 积分 表达 式 . 
4. 导数 (微分 ) 与 不 定 积分 具有 如 下 的 关系 : 
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(| fendr)’ 一 Fad feoda) = f(r)dr; 


|f odz = f(x) +c, faf = f(xz) + C. 


即 先 积分 后 导数 为 自己 ,先导 数 后 积分 为 自己 加 C. 
例 1 因为 (sinz) = cosz, 所 以 cosz 是 函数 sinr 的 一 个 原 函 数 . cosx 
十 C 表 示 了 函数 sinr MA BJ DB PR 38 ,cosr + C 是 sinr 的 不 定 积分 ， 即 


[sinzdzx = cosx + C. 


注 :(1) 可 以 用 求 导 的 方法 验证 所 求 不 定 积分 是 否 正确 ; 

(2) 微分 与 积分 是 互 逆 的 运算 ; 

(3) 也 可 称 F(x) 十 C 为 函数 f(x) 的 原 函 数 族 ,或 称 为 函数 f(x) 的 全 
体 原 函数 . 


3.1.2 直接 积分 法 


本 节 我 们 专门 学 习 如 何 求 函数 f(x) 的 不 定 积分 | FCz)dz. 


显然 求 不 定 积分 实质 上 是 求 一 个 原 郴 数 的 问题 ,而 求 导 与 求 不 定 积分 
是 互 逆 的 运算 ,所 以 可 以 从 导数 的 计算 公式 推出 一 些 简单 的 不 定 积分 公式 . 
1. 不 定 积分 的 性 质 


性 质 1 [zao EE Lo ad + letzen, 


性 质 2 fef Cr)dx š k| fdz. 
2. 不 定 积分 的 基本 公式 


G)|odz DE? C2) [zedz 一 EE EE, 
a 十 1 
ca) |a: az = wor 十 Ci (4)|edz = er + G; 
Ina 
eil 上 dz 一 Inlzl+cCi (6) [coszdz = sinz + C; 
(7)|sinzdz =— cosx + G; af sec rdx = tanz + C; 
of csc?’ r =— cotrz + G; (10) [secztanzdz = secz + G; 
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AD fescxcotzdz =— cscz + G; avf : dz = arcsin + C; 


— 





G3)| 1 二 dz 一 arctanz + C. 
以 上 公式 是 由 16 renankuta. 如 公式 (5) 的 推导 ; 
由 (log.z)' = 起- 两 边 同 时 积分 ,得 | ogr)’ de = | 二 dx( 先 导 后 


积 ) ,log.z + C, = e 工 dz, 所 以 
nal x 


| :dz = log.zlna + Clna = Inz + C. 


运用 性 质 和 基本 公式 (有 时 需要 作 适 当 的 变形 ) 求 得 积分 的 方法 , 称 为 
直接 积分 法 . 


ai 求 不 定 积分 |[(z l laz. 
KR 原 式 一 Lade [la + f dr = 8 + inr- 1 +c. 


例 3 | ç /z E az. 

vg R= |zidz = $t +C. 

au 求 不 定 积分 | EENE Ear 

解 ” 原 式 一 |(z 一 z 拉 十 z 二 十 卫 )dr 一 二 也 一 3 江 十 2VE 十 3linr 十 C 
as 求 不 定 积分 | (2 +e dz. 


解 R= ke +2 + Ze 十 ez )dz = fa +2 (Gei: + (e°) )dz 


2 (2e)? , (ei -6+ (Zei? 
= In2e Ine° Ind 1+In2 


例 6， 求 不 定 积分 | Us 


—=[1+2r+Z an fe} 2 
解 ” 原 式 ==| tati dr fe side Ini zx ` ah 


ai 求 不 定 积分 | sin Z 











3+5 SET 
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_ [ 1— cosx Lx. WE 
# 原 式 = | 一 2 dr Än Lsinz +C. 


例 8 求 不 定 积分 | — Cos2r jx. 


Sin x Cosi + 


` SCENE SR | 
S 原 式 一 SE 一 |(csczr 一 secz)dr 一 一 cotr 一 anr 十 C 


sit r cos’ r 


m° kiem e Har, 





zz 十 ] 
解 
= | 3 
AR Í 二 dz jc EE 


= ir — 2r 十 3arctan 并 十 C. 


注 :(1) 对 被 积 函 数 要 充分 利用 化 乘除 为 加 减 的 方法 ; 

(2) 要 熟练 对 被 积 函 数 使 用 三 角 公 式 化 简 的 方法 ; 

(3) 对 被 积 函 数 要 充分 利用 化 假 分 式 为 真 分 式 与 多 项 式 之 和 的 方法 ; 
(4) 不 定 积分 的 答案 一 定 要 且 仅 要 加 一 个 C. 


练习 题 3.1 
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1. 若 f(x) 的 一 个 原 肾 数 为 2x? +e", R| Sdz. 
2. # f) 的 一 个 原 函 数 为 lnr, K f(z). 
3. 若 | fdr = tanz + cosr + C,3R f(x). 


cosr 
4. Ëf) 的 一 个 原 函 数 为 So , 求 | P odz. 


5. 车 f(x) 的 一 个 原 申 数 为 zsinz, 求 [|fCz)dz]. 


6. 若 f(z) = os, Elle rier Ms, 
7. 求 下 列 不 定 积分 : 
(liese — ren side: GIE Vr Vr dz; 


2 + 3x° 


Au at 8 bg mme O 
a) P edr; Wj E 


dz; 
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i 3 1 
D ldr; wfe 十 一 十 一 27)dz; 
Vr Ié — z 
(7) | (到 ) dz; af cos? Zdr; 
(z=—1)2 | 1 
ol zA + x° PTa E E= Ekel (10) sinx SE 
1 + cos Zj EN 
dE (el Poa. 


8. 已 知 函 数 Cr) 的 导数 为 3z2 +1, H4 x = 1 时 ,y = 2, 求 此 函数 . 
9. 已 知 一 条 曲线 在 任 一 点 的 切线 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 , 且 曲 线 
过 点 (es ,3) , 求 曲 线 方程 . 


3.2 ”第 一 类 型 换 元 法 
大 多 数 的 积分 不 能 直接 利用 积分 公式 ,可 考虑 用 变量 代 换 法 , 即 可 求 


设 | rcz)dz = FG) +C R| felag adr. 
作 变 量 代 换 , 令 or) = t, # dt = PCz)dz, 则 

[Fop ndr = | rod = FG) +C = Figi) +C. 
或 用 “ 凑 微 分 ”法 , 即 

[AED g adr = | feadar = Fig) + C. 


例 1 | ez- az. 
解 1 ër 2z 一 1, 则 了 = T dr 二 去 由 , 则 

原 式 = + Pdt = zb +C = ss (2z— D" +C. 
解 2 D EEN, 


例 2 Le"? dr 
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RI t= r,i] ds 一 一 2zdz, 则 
原 式 = 一 +[ a =— Ze 十 C= 一 Ze +C. 
Ri ER = 一 feta z) 一 一 Ze" +C. 


通过 上 述 两 个 例子 ,说 明了 求 不 定 积分 的 一 种 方法 , 即 利用 变量 代 换 ， 
使 所 求 的 积分 成 为 基本 公式 表 中 的 形式 ,再 利用 公式 得 到 答案 ,这 种 方法 称 
为 第 一 类 型 换 元 法 或 “次 微分 ”法 . 

当 读 者 熟练 后 ,一 般 都 不 写 出 中 间 变 量 z, 而 直接 利用 “次 微分 ” 写 出 答 
案 . 


例 3 Í ln zag. 
ba 
SS 原 式 一 Í ln? zdilnzih = H In? z + C. 
例 4 | sin Vz 4z, 
Vr 
解 ” 原 式 = 2|sin Vz dz) 一 一 2cos Vr +C. 
例 5 | cos x sin” rdr. 
E FA =— | cost (1 — cos z) d(eosz) =+ coz +-+ Cosi z + C. 


以 下 例题 先 适 当 变 形 后 再 用 凑 微 分 法 : 
例 6 | sin zdz. 





解 ” 原 式 一 | Hd = A 1 [o2za@> = +z—Tsin2z+C. 
例 7 ftanzaz. 


解 FA = | sinz i, =-| —l_d(cosz) =— In(cosz) + C. 
cosx 


COS 工 








Va — z 
= dx Is dx ma SEN 
RW MA = | 一 一 一 -dx = ————d = arcsin — + C. 
ali Ze 1 一 ( 工 ) 
a a 
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1 
例 ? jotai 


解 ” 原 式 = Í si r Lf dl = L arctan Z +C. 


2 
guten a 


1 
例 10 |= 























sa SE _1 ,x+l 
SW Sa |a + D F stan 7 + C. 
We 
H Pi: Is SM iez 
==1 die ail 
2a Ja 
ee 


例 12 fseczaz. 


R EA | secz(secx + tanz) jy z f secr + seczrtanri, 


secx + tanz secx + tanx 


d(secz + tanz) — ln(secz + tanz) + C. 
secx + tanx 


1 
mu [=a 
= = Ge, ~z =— jinle 
解 原 式 一 | - Td [=a a 十 1) =—ln(e™ +1) +C. 


例 14 ss 


解 原 式 = | = += —2z' —2z E +3 — 24, 
1 十 工 


2 
= 2 — — _ 
= |c 2z 十 3 4 dx 


至 Zi — z: E + z) + C. 


注 :(1) 利用 变量 代 换 法 ,得 到 结论 时 要 记 住 将 变量 回 代 ; 


(2) 通常 ,我 们 用 “次 微分 ”法 而 不 用 变量 代 换 法 求 积分 . 
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求 下 列 不 定 积分 : 
Lie 


ke 
af E 89 


7. 1 十 lnrz 


zlnfz 





dx; 

10. Jesezaz; 

13. Lade: 

16. | sin’ rcos' rdr; 


Dë 


— L qi 


EE 


Dee 


作 变 量 代 换 , 令 工 二 gpa). A dr = e (rO dt. 
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2. f= (2x? — 1)’dr; 





5. | 天 zdr; 
8. | 2 arcsinx 
Fer 

11. l 
cos’ r 


14. | sin’ x cos’ rdr; 


17. Í KENE dr; 


20. E sinr + COST j| 


sinr 一 SC 


3. f Lamas; 
x 


6. | smez 一 Da 


1 
9. f zz 


Ti 





15. | sin x Cosi rdr; 


e> 
a| 


21. [= der 





zz; 





第 二 类 型 换 元 法 


有 时 被 积 函 数 较 复杂 ,不 能 用 前 面 所 学 的 积分 法 求 出 积分 ,但 当 我 们 作 
了 适当 的 变量 代 换 x — g(t) 后 ,所 得 到 新 的 积分 可 以 求 得 ,这 就 是 第 二 类 型 
换 元 积分 法 . 


对 于 |/(z)dz, 设 F(x) 是 f(e(z))g (=) ñJ— ` JR. RK 3. 


[Adae = [feg adt = Fa) +C = Flo? G) + C. 
一 般 地 ,第 二 类 型 换 元 法 的 类 型 有 : 
(D A Var 5: 作 变量 代 换 x CH 





(2) E Va — r : 作 变 量 代 换 r = asint; 
(3) 含 Vr 十 az ; 作 变 量 代 换 x = atant; 


第 三 章 ”积分 
(4) 含 Vr — at : 作 变 量 代 换 z = asect. 


1 
dr 
Wi 5 = 
解 ” 令 V2r = t,i] dr = tdt. 


S (Ciani P kank | f NI ef 
EE f T -— — d = |d r+ 


= t—Ìln(1 +t) +C = /2r —In(1+ V2zrz) +C. 


1 
2 —— 
” E > 
解 Key = tf, DU dx = Gr dt. 


f +£ —Ë —t-t+ 1— Ss 
原 式 一 S d= d e la glte —:+1— pa 


= 2t — 32 + 6t — 6ln(t+ 1) + C 
= 2./x —3 Yx + 6 Yx glate + 1) + C. 
例 3 f 





—— dr 

Va? um x 

解 “<= asint,MM dz = acostdt. 

原 式 = EE = fasintae =— acost + C 一 一 dei — = +C. 


1 
DNA | 一 一 一 dx Lesen 
(e Lei x “j 
SR r= SN dr = ase tdt. 


原 式 一 | aei ar 图 3.3.1 


a` RFA Pi 





= reg 一 Sé +C. 
H tant = =: 作 辅 助 三 角形 (如 图 3. 3. 1) ,由 图 中 得 sint = 一 一 二 -一 , 即 
a 


原 式 = —— +C. 
ai dai +r 


注 :(1) 用 哪 类 换 元 积分 法 ,一 般 地 说 有 其 特定 的 题 型 . 但 不 是 绝对 的 ， 
如 例 3, 两 种 方法 都 适用 . 


(2) 用 变量 代 换 法 求 不 定 积分 需 回 代 . 
55 


航海 数学 


练习 题 3. 3 
求 下 列 不 定 积分 : 
1 1 arctan VT 
1.|—— dr 2. | ——— .| 一 -一 一 一 一 dz; 
| =F Jee deiten 


1 1 V9— zx’ 
4. | —— drz; 5. | ——a 6. | 25 ar. 
ee E = 


34 “分 部 积分 法 


有 些 形 如 | f(z)g(z)dz 的 积分 ,用 前 面 的 求法 都 无 效 ,可 以 用 下 述 的 
分 部 积分 法 来 解决. 

由 微分 的 乘法 法 则 ,有 d(xw) = udv 十 vdu, 两 边 求 不 定 积分 ,|d(uw) = 
fudv + vdu, 所 以 [udo = uv 一 Län 这 就 是 分 部 积分 公式 . 

1. 单一 函数 的 积分 

例 1 finzaz. 

解 ” 原 式 = zinz— fz- L E EE E a 

T 


例 2 farcsinzaz. 





解 原 式 = zarcsinz 一 | 有 eit (1=2) dl—7) 


= zarcsinz= + V1 — x° + C. 
例 3 farctanzaz. 
m _ [= = — 1 | WS 2 
解 JRA = rarctanr | xarctanr L| hada +z ) 
= zarctanz 一 4na +z) + C. 


2. 两 个 函数 相 乘 的 积分 
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例 4 fre dx. 


=4f 2 Pnt zl 2r PSD N BE CS 
RS FA > zd(e*) > ze zje dr 2 ze 4° + C. 


例 5 Jzsinzdz. : 
SS Jaz =— |=dccosz) ——=cosz-+ [coszdz 一 一 zcosz 十 sinx 十 C. 
例 6 fzarctanzdz. 


z SA wm x Al - a 
解 原 式 一 farctanzac m ) = 7 arctanr > rr == 


— z _ 1[1+= -—1 
= z arctan7 A iay == Sg dr 


BE -4f sal. 
= z arctanz 2 (1 CC Adr 


2 


== zp BEE? 
= arctanx x+ 2 arctanz + C. 


例 7 [zlnzdz. 

E a EE E E Lu EE E, 
解 原 式 = finra = Sin f = e Ldr = Sin — Z +C. 
3. 多 次 应 用 分 部 积分 公式 
例 8 Lei zaz. 
解 Pa f In z4( 2) = = mez 一 | a a 

2 = 2 = 
2 2 2 
= a lIn? x — |zlnzdz = T ln? r 一 inr- [= e 二 dz) 
== ln? E kE E 
2 r 4 ， 

例 9 [= coszaz. 
解 ” 原 式 == [|='acsinz) sp sinz—2|zsinzdz Së sinz 十 2| dcosz) 


一 zzsinz 十 2zcosz 一 ?cosrdz 一 了 sinzr 十 2zcosz 一 2sinr 十 C， 
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例 10 fe sinrdz. 

g R= |sinzd(e’) = e'sinz— fe'coszdz = e'sinz — coszd(e') 
= er sinr e cosx 一 fe Sinzdz， 

移 项 得 , 原 式 = E 一 ercosz) + C. 


注 :(1) 若是 单一 函数 , 则 vw = f(x),wv = x; 

(2) 若是 两 个 函数 相 乘 ,一 般 选 取 求 导 数 后 变 得 快 的 函数 为 4, 如 对 数 
函数 、 反 三 角 函 数 和 寡 函 数 ; 

(3) 若 需要 多 次 应 用 分 部 积分 公式 , 则 “的 选取 应 贯穿 始终 . 


练习 题 3. 4 
求 下 列 积分 : 
1. Jzeoszdz; 2. finc 1 十 zz)dzr; 3: fzsin2zdz; 
4. farccoszdzs 5. Le "der 6. [e= + 1)coszdx; 
7. fe Inzdx; 8. fe cos2rdr; 9. fe er dx; 
10. fsin Vrdr; 11. a dz; 10. |zarceoszdz. 


3.5 “积分 表 的 使 用 


在 以 后 的 专业 学 习 和 实际 工作 中 还 会 遇 到 很 多 的 积分 , 仅 靠 以 上 所 学 
的 这 些 公 式 和 方法 不 一 定 能 完全 解决 问题 . 因此 ,有 必要 附 上 简明 积分 表 以 
供 查 用 . 下面 我 们 举例 说 明 积 分 表 的 使 用 方法 . 


1 
例 1 | zeta 
解 ” 查 表 中 一 类 公式 (10) ,a = 2,b = 3, 得 


原 式 =— L + nts) +c, 
Ar 9 x 
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KR |= 1. 
解 ” 查 表 中 五 类 公式 (52) a= 1,c =— 1,44 

ER = Vr 一 1 一 arctan Vr — l +C. 
例 3 |= cos3zaz. 
SW ” 查 表 中 十 三 类 公式 (137) ,a = 2,b = 3, 得 

原 式 = Ge (2cos3= + 3sin37) + C. 

注 :有 些 题目 需 做 适当 的 整理 或 变换 ,才能 查 积分 表 . 





练习 题 3. 5 
利用 积分 表 求 下 列 各 不 定 积分 
al SÉ Be e š 1 i 
L f- hab zl 3z 2 dx; den 
4. | n6 zar; . 5. fe sin2xdr; 6. | Vár’ 十 9dz. 


3.6 定 积 分 的 概念 、 性 质 和 公式 


3.6.1 定义 和 几何 意义 


在 这 之 前 ,我 们 能 求 规则 图 形 ( 如 矩形、 梯形 等 ) 的 面积 ,但 无 法 求 如 图 
3. 6. 1 所 示 的 “ 曲 边 梯形 ”面积 . 
下 面 , 我 们 利用 古人 “穷竭 法 ”的 
思想 ,获得 求解 “ 曲 边 梯 形 ” 面积 
的 方法 . 

(1) 分 割 :用 一 1 个 分 点 

a = x, < xT, < x, < zen e 
ai < >, = b 
mb, AT n 个 小 区 间 
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[z z] ELrzz],…，[z-iyzo], 每 一 个 小 区 间 的 长 度 为 Ar, = x, 一 


x= (Ë = 1,2, n). 


(2) 求 和 :在 每 一 个 小 区 间 上 任 取 一 点 & ERR /(&)Ax, 的 和 式 
S, = D(Az,. 
(3) 取 极限 :小 区 间 的 最 大 长 度 记 为 4 = max Az) , Ml 
s= lim > FeDAz 
从 上 面 的 分 析 可 得 : š 
若 函数 /(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 和 式 极限 lim > fee) az, 必 存 
在 . 此 时 ,我 们 称 和 式 的 极限 值 为 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 的 定 积分 , 记 
作 | fedr, 


ffar = lim $ DEA, 
其 中 ,zx 称 为 积分 变量 ,a 与 5 分 别称 为 积分 的 下 限 与 上 限 ,函数 F(z) 称 为 
被 积 函数 ,区 间 [a,6] 称 为 积分 区 间 ， Í 称 为 积分 号 . 


因此 , 定 积分 | f(z)dz 的 几何 意义 表示 由 曲线 y = f(x),y = 0,r = 
ar 一 0 所 围 成 平面 图 形 的 面积 的 代数 和 . 
WR R| =a. 


解 ”将 区 间 [0,2]n 等 分 ,得 Ar = Z a NIE dii. 


nr 
ERE f(&)Ax 的 和 式 
2 


" n 2 
S, = Drean = >; b) Z = SQ: +2 + = + n) 
k=l k=) 


n 
= n(n + 1)(2n +1), 


则 


2 
| zzdz = limS, = lim S77+ D (2n+1) - š. 


Ki 6n? 
注 :(1) 定 积 分 的 值 与 积分 区 间 的 分 法 跟 积 分 变量 无 关 ; 
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(2) 定 积 分 的 值 与 被 积 函 数 跟 积 分 的 上 、 下 限 有 关 . 
3.6.2 基本 性 质 

1. 两 个 规定 

Wf enar =o; 

(2)| fda =—| /rrdz 

2. 性 质 

a) [reo trajia [fedr + f'g wda; 

G2) kf Cx)dz kf’ rcz)dz (k 为 常数 ); 

(3)| fr)dz = [rayaz +| cnpadr 

(4)| dz pusqa 

(5) 若 在 区 间 [a,6] 上 有 f ez) < &(z), 则 有 | f(x)dz < [ecaz, 

(6) 车 F(z) 在 区 间 [a,6] 上 连续 , 且 m < f(x) < M, 则 
pe S, < [fdz < Mr ei 


(7) 积分 中 值 定 理 : 若 f(z) 在 区 间 [c,p] 上 连续 ， 
则 在 区 间 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 六 如 图 3. 6. 2) ,使 


| read = BBC, 





例 2 估计 | zedz 的 值 . 


图 3.6.2 

SR G f(x) = re, RFA f a) = ear), A f a) 一 0, 得 z 
= 1. 

H f(0) =0,f(1) 一 e ,f(2) = 2e 2,48 f(z) 在 闭 区 间 [0,2] 上 的 最 
大 值 和 最 小 值 为 


AM 一 em 一 0. 
由 性 质 (6)， 
2 2 2 2 2 
f jir J a < Lee "ée et Mis =Í dz, 
0 0 o 0 
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2 
所 以 0 <| xe“ dr < Ziel, 


3.6.3 “牛顿 一 菜 布 尼 兹 公式 
那么 我 们 该 怎么 求解 定 积 分 ? 它 与 不 定 积分 之 间 又 有 什么 样 的 关系 ? 
设 G(z) = | f(xydx, 显 然 可 以 把 G(xz) 看 作 是 关于 x 为 自 变量 的 函数 


(简称 为 变 上 限 函 数 ), 由 定 积 分 的 定义 知 ,G(r) 表示 从 点 a 到 点 z 的 曲 边 
梯形 的 面积 ,可 以 证 明 ( 上 略 )G'(xr) = f(x), 所 以 GC) 是 f(x) 的 一 个 原 函 
数 . 因此 ,车 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 有 


G(x) = Trade = FCz) + C. 
将 zx=a 代 入 得 G(z) fB ,G(a) = | reodrz = F(a) +C 0, 从 而 得 
ë =— Fa) 
J r = b RAIG C) fB ,G(b) = Trade = Fb) 十 C, 即 有 
Tra = F(b) — F(a). 
通常 ,将 F(5) 一 F(a) ig 38 F(z)|°, Bp 
| rcmdrz = F(z)|1= Fb) — F(a). 
这 就 是 牛顿 一 EE E E EE E E 
这 个 公式 巧妙 地 将 计算 定 积分 | f(x)dz 的 问题 ,转化 为 求 函 数 fOr) 


的 一 个 原 函 数 F) 的 问题 . 因此 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 是 连接 定 积分 与 不 
定 积分 之 间 的 一 座 桥梁 ,在 积分 学 中 起 着 重要 的 作用 ,通过 它 可 以 较 简 单 地 
计算 出 定 积分 的 值 . 


3.6.4 直接 积分 法 


例 4 F cosrdr7. 
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2 + 
解 | cosrdz 一 sinz| = 1. 
0 


0 


从 理论 上 说 ,会 求 不 定 积分 ,再 求 定 积分 已 不 是 问题 ,但 我 们 还 得 注意 
定 积分 运算 的 具体 特点 . 


例 5 求 定 积分 | (zx + 2: 十 2)dz. 








1 i 2: | 1 
1 = ER -— 2 = — 
解 EA Leg Test SS 0 4 In2 


例 6 求 定 积分 |， z+ Da, 


2 
解 FR = | cz+4+ 工 )dz 一 Ge As tlech? e 16312. 


! l 
例 7 RERA |a Ta 5. 


A 


3 


= EE 1. — 28. 
v3 一 1 一 和 于: 


1 
解 原 式 |< h- gpd =— CL +arctanz) 





例 8 E fO)= d ISES? , 求 定 积分 fd. 


Yr 0<z 委 1 
解 | fdr = | fendrt| fede = | 汽 dtz+| vidr 
2 GEN 


e Beer 

注 :(1) 定 积分 的 答案 不 要 加 常数 C; 

(2) 如 果 定 积分 的 上 下 限 是 常数 , 则 答案 一 定 是 常数 ; 
(3) 要 理解 绝对 值 函 数 和 分 段 函 数 定 积分 的 求法 ; 
(4) 要 熟练 对 被 积 函 数 使 用 化 简 或 三 角 化 简 的 方法 ; 


(5) 充分 利用 化 乘除 为 加 减 和 化 假 分 式 为 真 分 式 的 方法 . 

练习 题 3.6 
1. 估计 定 积分 的 值 . 
wf Satar, (2)| redr; (3)| e de; wf piat. 
2. 比较 下 列 积分 值 的 大 小 : 
1) tomar 5 ee (2) erdz 与 (Ee us 
( D 2 0 0 0 


S š 
= =r’ 
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(3) | arctanxdx 与 | dxi (4) f lnzdz 与 | In? xdz. 
分 D 1 


3. 计算 定 积分 | | sinz 一 cosz | dz. 


+1 <1 2 
4. 设 fa) = yi Së EI f(x)dz. 
T zz cz) o 
5. 计算 下 列 定 积 分 : 
2 1 2 + ' rt 
œf (xr——) dz; of sinzrdx; G3) | —— 
1 x 0 olr 


$ x 2 
wf Lak y © | ~y 2 + 2cos2z dr; (6) | zlz 一 11dz. 
0 0 


z sin z cos > 


3.7 “” 定 积分 的 积分 法 


在 学 习 了 不 定 积分 求解 方法 的 基础 上 ,我 们 可 以 很 容易 地 应 用 牛顿 一 


莱 布 尼 兹 公式 求解 定 积分 ;同时 求解 不 定 积分 时 所 使 用 的 换 元 法 和 分 部 积 
分 法 在 求解 定 积分 时 仍然 适用 ,但 应 清楚 它们 之 间 的 差异 . 


3.7. 1 “次 微分 ” 法 (第 一 类 换 元 法 ) 


.64 


OI 

mi | (2x+3)"dz. 
0 
E t= | (2z 十 3)"d(2z 十 3) = rD" h 一 部 (3" 一 1 
2 E 22 22 

$ 
例 2 Ñ cos'zrsinzdr. 

0 


= 
2 
0 


A 
SW FBA =- f’ cos? rd(cosz) = 一 方 Cosi x 


例 3 Í: Sos 





le 


解 原 式 一 2 有 5 sin ZAVE) = —2eos /z|Š = 43 


例 4 f 2lnz CIA. 
' P 
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解 ” 原 式 = f cnz- 1)d(Inz) = (In°z — Inzx) |$ = 0. 
注 : 定 积分 的 “次 微分 ” 法 不 必 回 代 , 不 加 C, 不 要 改变 上 下 限 . 
“3.7.2 第 二 类 换 元 法 


在 不 定 积分 的 基础 上 ,可 以 利用 换 元 法 求解 定 积分 . 但 应 注意 , 作 变量 
代 换 时 ,上 下 限 也 要 跟着 变换 . 
1 
-— d 
as | —== 
解 ” 令 Vr 十 1 = t, dr = 2tdt. 


原 式 = e dt = [2: —2In(1 + )J|š 一 4 一 2ln3. 


ae F 


R 今 工 一 PS dr = sec’tdit. 
原 式 = É sec’tdt = j cost dy = j: = 
z sin 


z Sint 








—— EET dsint 
A tan’tsect t 


1 e Zë 
sint |= = 2 SS 
@ 7 设 f(x) 在 [一 a,a]j 上 连续 ,证 明 : 
当 f(x) 为 奇 函 数 时 


0 
| .fear ú ees 4 f Cr) 为 偶 函 数 时 - 


= 
3 





证 明 ”由 性 质 3, /C2dz | fedr f fdr. $ se W 


所 以 ， IN 8 fife oar £ f feda = Une ` 


Unden, 
当 fr) Æ[- ana] F £ #£ HAA 88 $k F, f(— z) = — f(x), Br 1 
[ rode =o, 


当 f(x) # [—a,a] E E # B 29 IB 88 22 BF, f(— z) = f(z), 所 以 
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Inge = ?| fedr. 


z sinr 
d 


S IFz? T. 





ms f 








z sinz ` ! rx’?sinx 
解 TARRE SN 在 [一 1,1] 上 为 奇 函 数 ,于 是 有 | CA 
= 0. 
Dia |a 十 arcsinr)dz. 
解 H T # # PR $ x 'tarcsin>= 在 [一 1,1] Enge, A 


1 D 
| zzarcsinzdz = 0. 于 是 ， 
-1 
on a 
原 式 zl, dr zT js 3 


注 :(1) 例 7 的 结果 可 以 作为 公式 来 使 用 . 

(2) 要 清楚 定 积分 与 不 定 积分 的 区 别 , 找 出 它们 各 自在 解法 上 的 特点 . 
定 积分 : 

O 求 出 一 个 原 函 数 ECz) 不 加 C; 

O 作 了 变量 代 换 要 变 上 、 下 限 , 不 要 回 代 ; 

© 当 上 、 下 限 是 常数 时 ,答案 一 定 是 常数 . 


3.7.3 分 部 积分 法 
公式 | “dv = uv |! — [var. 
例 10 | arccoszdz. 


解 R= rarccosz |: 一 | — dz 一 一 去 | 
Ee 


例 11 j sec rdr. 
0 


d(1— z?) 








= 
4 
D 


BR a z 
S EA iË zd(tanz) = ztanz| -f tanrdr = EN 十 lncosrz 
0 0 0 
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例 12 f? sin yzaz. 
解 令 Vz = t, W] dr = 2żdt, DI 


原 式 一 2 E tsintdt = — 2 k td(cost) 一 一 2tcost k +2 P cosidt 
0 D 0 0 





. z 
= 2sint $ = 2, 














13. IR | lnz| dz; 


iw | i 
: | Le 3 


1 
14. f Xe dz; 
D 


+ i 
17. | z tan rdr; 
o 


练习 题 3.7 

求 下 列 定 积分 : 
1 D + 

LJ e “dr; | cos’ rdr; St Cosi rdr; 

Fei d s TC T P a 

` j sin Tcoszrarx; d SE Kei J IF T; 
1 CH JS MË =S 

zl L dz; d z Luz; 9. xz lir; 
o 1+ 4r 1 x 1 T 
I 1 | Sint f F 

10. ; š 5 S 

0 f a a 1 GE ES 12 _ sinzdx 


15. [z lnrdz; 
i 


18. sindnr)dz. 
1 


38 无穷 积 分 


本 节 主要 解决 积分 区 间 为 无 限 的 情形 . 
车 f(zx) 在 区 间 [a, + ce) 上 连续 ,极限 lim | /(z)dz 叫 作 /(x) 在 区 间 


[ae, 十 co) 上 的 无 穷 积 分 ， 记 为 Í aide, 即 | fordz 三 


lim Trade, # lim | f(z)dz 存在 , 则 称 无 穷 积分 收敛 ,否则 称 无 穷 积分 


发 散 . 类 似 地 可 定义 
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| fdz = lim dee 和 | ”zydz = | fedr [| fwaz. 








ai 计算 |， 4. 

Ri 原 式 一 lim ff TFI r = lim mmm ZS j "Së 

Si 原 式 = arctan = = z: 

GEI 计算 | ze” dr. 

解 原 式 | re” dz =— 二 | eta x2) 一 一 Ze" = =— r: 


例 3 计算 |” Bar. 
' T 
E R= iW Inzd(Inz) = H éi e E 
1 


例 4 计算 | 二 zd 


解 JER = arctanz — SC t) = x. 
注 :(1) 可 以 采用 例题 1 解法 2 的 计算 方法 . 


| 
ell" =; Al 下。 = r, 答 案 对 ,但 算法 在 概念 上 错误 (与 在 





对 称 区 间 上 定 积 分 的 性 质 不 同 ). 否则 ,| arctanzdz Sé, IK >*= - 


0. 这 是 错误 的 ,因为 它们 的 积分 值 都 不 存在 . 





练习 题 3. 8 

计算 广义 积分 的 值 : 

1. Í az (a > 0); 2. | coszdz; 2. 人 aen 
š 0 Ke 
Ke dr J 1 f I 

s 8 PSSCEESCH Sch aoon 6. | zlnzdz, 

_arcsinz_ pasa I 
ý l x 5 g S f; Ee 
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39 ” 定 积分 在 几何 中 的 应 用 


应 用 定 积分 来 解决 几何 物理、 技术 等 方面 的 问题 是 一 个 常用 的 方法 ， 
本 书 只 介绍 定 积分 在 几何 方面 的 应 用 . 


3.9.1 平面 图 形 面积 


由 定 积分 的 几何 意义 ,S 二 | 7(z)dz 表 示 由 曲线 y = E EE 
asx = b Fr Bš] pk; BJ 3F- Im RE en D, uj 1 45 2) 41 F 652516; : 
车 f(x) >g) 时 , 则 由 曲线 y= flr), y = glr) r = a,z = b Fr El 
成 的 曲 边 梯形 的 面积 是 (如 图 3. o 1 所 示 ) 
S = [Urea 一 g(z)]dr.( 上 一 下 ) 





图 3. 9. 1 图 3. 9. 2 
同 理 , 若 p(y) Z (y) Bf , Mhh > = og(y),z = gly) y = c,y = d 
所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 是 S = [p(y) 一 yy)]dy. (有 一 左 ) 


求解 面积 的 步骤 : 
(1) 画 出 简 图 ;(2) 求 出 曲线 的 交点 ,确定 积分 区 间 ;(3) 用 定 积分 表示 
面积 并 求 出 解 . 
例 1 求 两 条 抛物 线 y = r+,y = zx* 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 
解 如 图 3.9.2 所 示 ， 解 方程 组 ““, 得 交点 (0,0) 及 (1,1); 
y= = 


1 
S= | wz 一 mp)dz = zi — +z) pes E, 
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例 2 renge nz 0 FN YRRSNS. 
解 ”如 图 3.9.3， ei" al "soen es 


er) |; = 1. 


例 3 求 由 曲线 = 1— =: fl y: = 1— Z Eër RER 


=1— 


J 
解 ”如 图 asaj, 


1 1 
S= f te 25 一 (1 一 交 )]dy = Io — y’ )dy 


= — la H P 
(y g) |" ER 





“3.9.2 旋转 体 的 体积 


由 曲线 y = f(r) y = 0,r = a,x = 。 扬 闻 成 的 平面 图 形 疾 x 轴 旋 转 一 

周 ,所 得 旋转 体 的 体积 公式 是 (如 图 3.9. 5 所 示 ); y 

V = el [flx) lJdxz. 

AR, HHR r= g(y),r =0,y=c,y= d 0 

所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 , 所 得 旋转 体 的 
体积 公式 是 






图 3.9.5 
一 v= [Í Lg(y) dy. 


例 4 RAMAR y= x, 直线 y 二 0 和 一 1 轩 成 的 平面 图 形 绕 z Nl 
及 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 
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图 3.9.6 


1 
如 图 3. 9. 6 R.V, = sl (r?) dr = T =l: = =: 
1 
如 图 3. 9. 7 所 示 ,V, = r [E1 = Gr ls =x EE 


练习 题 3.9 
1. 求 曲 线 y = rsy = (x — 2)° 与 + 轴 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 
2. 求 曲 线 y = sinr, y = cosr,z = 0,7 = > 所 围 图 形 的 面积 . 


3. 求 由 直线 y =— x+ 2 和 抛物 线 y = x? 所 围 图 形 的 面积 . 
4. RAR y = z2°,y = z,y = 2x 所 围 图 形 的 面积 . 


5. RHR y= 过,y = zz = 2 所 围 图 形 的 面积 . 


6. 求 曲线 y = r — 2r 5 y = 4 一 x? 所 围 图 形 的 面积 . 

7. 求 曲 线 y 二 e,y= 1,y = ë ,x = 1 所 围 图 形 的 面积 . 

8. 求 由 曲线 y = V7 在 区 间 [1,4] 上 的 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋 转 而 成 的 旋 
转 体 的 体积 . 

9. 求 由 抛物 线 ema = 0,7 = x 5 y = 0 围 成 的 平面 图 形 绕 x 轴 
旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 . 

10. 求 由 抛物 线 y= r 一 4 与 y = 0 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 
所 得 旋转 体 的 体积 . 


复习 题 (三 ) 


1. 判断 正 误 : 
(1) 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 有 原 晴 数 . 
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(2) 车 | f(z)dz = 0, 则 在 [a,6] 上 f(zx) = o. 


(3) f(z) 在 [a,b] 上 连续 是 f(x) 在 [a,b] 上 可 积 的 充分 条 件 , 但 不 是 
必要 条 件 . 

(4) 车 f(z),g(z) 在 [a,6b5] 上 都 不 可 积 , 则 f(x) 十 g(x) Elab] EU 
不 可 积 . 


(5) 若 [c.d]C [ab] , 则 有 | Sda < | rcz)dr 

2. 填空 : 

D= —  a@—3l|=z|). 

(2) 设 f(x) 的 一 个 原 函 数 为 cosr, 则 | Cz) dz = 

(3) 若 | =7(z)dz = arcsinr 十 C, 则 | d = 


f 
(4) 设 f(z) SARRAK sinr HM Loi O 


(5) 车 |zf (xz)dz = Ze + C, W| f(x) = 


(6) 设 Inz 是 f(zx) 的 一 个 原 函数 , 则 |=r(z)dz = 
(7) Nl b > 0, 且 | Inzdz = 1, 则 2 一 


(8) 设 f(x) 有 连续 导数 ,f(a) = 2, f) = 5， leide e 





0 
(9) | ，(2zr 十 1)*dz = 
SE? 


3. 选择 题 : 
(1) 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 必 有 (  ). 

(A) 导 函 数 (B) 不 定 积分 

(C) 极 值 (D) 最 大 值 与 最 小 值 


(2) 设 连续 函数 f(x) 在 区 间 I 上 不 恒 为 零 ,F1(x)、F,(z) 是 f(x) 的 两 
个 不 同 的 原 郴 数 , 则 在 了 上 有 ( ). 





CA)F, (x) = CF, (z) (B)F (zx) 一 Fi (o) sp 
(CJF Cx) + F,(z) = C (D) Ets =C 
F: (x) 
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(3) 连续 曲线 y = f(zx) 在 区 间 [a,o] 上 与 轴 围 成 三 块 面积 S,、S:、 
S; ,其 中 Si sS; 在 zx 轴 下 方 ,S， 在 + 轴 上 方 ,已 知 S， = 2S, — q, S2 + S; = P, 


M| f(z)dz = ( 1. 


(A)g—p (B)p—q (Op +q D)—p—q 
(4) 设 f(x) 的 一 个 原 函 数 是 e 一, 则 frd = ( ). 

(A)e > (B) — 2e (C)—4e 2 (D)4e "e 

(5) 设 f(x) 的 可 导 函 数 , 则 (| do eege. 2 

(A)f(=) (B) FGz) 十 C (Ofa) Df lr) + C 


(6) 设 f(x) HE 上 连续 , 则 | rode rode 3 ). 
(A) 小 于 零 DST (OKF (D) 不 确定 
(7) 设 f(z) Elab] LR, S t= 2z, 则 | Miret y. 


2 2 
CA) ffod zf foda oz ffod pm A f aya: 
0 0 P 
(8) 设 [efC2dr 一 一 e+C, 则 f(z) 一 ( 3 
IER (B) 一 点 © + (D) 点 
T 3 E: + 


b 
(9) bé | aretanzdz = ( J; 


(A)arctanx (B) 0 
1 
(C)arctanb 一 arctana (D) (eme? 
4. 求 下 列 不 定 积分 : 
2 一 3 (z=— 1): R f 3z? +2 
fs des E dz; (3)| den 





Ze 一 
wf Sen (5)| Eegen (6)| E 


+1)’ cosx 一 sinx dzi 





C7) |esezCescz + cotz) dz C8) [sinz (2cscz 


5. 已 知 一 条 曲线 在 任 一 点 的 切线 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 , 求 过 点 
(e,2) 的 曲线 方程 . 


e äs, 
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6. 已 知 一 物体 由 静止 开始 作 直 线 运 动 ,其 速度 v(t) = 34 m/s, 


(1) 求 物 体 的 运动 规律 ; 


(2)3 s 末 物体 离开 出 发 点 的 距离 是 多 少 ? 
(3) 物体 走 完 1000 m 需要 多 长 时 间 ? 


7. 求 下 列 不 定 积分 : 





wf l dr; 
1 + zr’ 
oi SZ 
Ee 
Bei 
(Gilet? — r’ )drx; 
3 
mf: idr 


V(arctanz)’ 
(9)| — “@£@ ——— dr; 


"Lt 

2r +5 
(la 
8. 求 下 列 不 定 积分 : 

Zz 十 1 
Df- de 
ml eer 
ol == 8 


9 ir; 


9. 求 下 列 不 定 积分 : 
a fredz; 


Ofeina + z' )dx; 
(5) |=arctan Vzrdri 


(7)|coslnzdz 
10. 求 下 列 定 积 分 的 值 : 


1 
wf dr; 
x y1 — Zlnz 
fetar; 


1 
eil Paez 


af YF 2y dr; 


SE d 


(2)| 1 V+2 
1+ VX 二 +2 





wf Ee 
BEES 





1 
(6) dr 
E +1 


fer- TE 3 
a) | VElnrdri 


eil In(Inz) ar, 
= 


a) f Beer dz; 


4 zt? 
(3) z dz; 
j. WwWV2z 十 1 


1 
1 
© f === 








(7) F tanz [ncoszdz; 
0 


2 
oi) z’ V4— r’ dx; 


1 
GD | x * arcsinrdr; 
D 
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(2) f /= — 4r + 4dr; 
0 





1 
e. Za 
(8) 上 l d 
° 1 +z e 


ao ncz+ Ddr; 
0 


ES dr 
s12) f zrz(=z=+1) 


11. RERA r= 1 ARME, 4 r= 1 时 有 极 大 值 4, 又 知道 这 
个 函数 的 导数 具有 形式 y = 3 十 bx 十 c, 求 此 函数 . 

12. 设 函 数 图 像 上 有 一 拐点 P(2,4) ,在 拐点 处 切线 的 斜率 为 一 3, 又 知 
函数 的 二 阶 导数 具有 形式 y = 6z 十 c, 求 此 函数 . 

13. 已 知 一 物体 以 速度 oG) = 3 + 4: + 2(m/s) 作 直线 运动 , 当 : = 2 s, 
物体 经 过 的 路 程 > = 16 m, 求 物体 的 运动 规律 . 
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第 四 章 “球面 几何 和 球面 三 角 


球面 几何 与 平面 几何 相 比 较 , 不 难看 出 有 如 下 特点 :(1) 相对 于 其 球 半 
径 而 言 ,很 小 的 一 片 球面 可 以 看 成 是 一 个 平面 . (2) 球面 几何 上 的 一 个 大 图 
在 平面 几何 上 相当 于 一 条 直线 . (3) 球面 几何 上 的 一 个 大 圆 与 平面 几何 上 
的 一 条 直线 都 有 反射 对 称 这 个 性 质 . 

球面 三 角 学 是 数学 的 一 个 分 科 , 主 要 研究 球面 上 由 三 个 大 圆 弧 相交 所 
构成 的 球面 三 角形 的 特性 、 关 系 式 及 其 解法 等 问题 . 

在 航海 上 , 当 球 面 三 角形 的 三 条 边 与 其 所 在 球 的 半径 相 比 相当 小 时 , 则 
在 容许 的 误差 范围 之 内 ,可 视 作 平面 三 角形 来 解 . 球面 三 角 是 船舶 驾驶 专业 
两 门 主要 专业 课 ( 航 海 学 、 航 海天 文学 ) 的 主要 数学 基础 之 一 . 在 学 习 球 面 
三 角 之 前 , 先 要 学 习 球面 几何 的 基本 知识 . 


4. 1 球面 几何 


4.1.1 球 、 球 面 


空间 中 与 定点 O 等 距离 r 的 所 有 点 的 轨迹 , 称 为 以 O 为 球 心 ,r 为 半径 
的 球面 ,包围 在 球面 中 的 实体 称 为 球 . 连接 球面 上 两 点 且 通 过 球 心 的 线段 称 
为 球 直径 . 半径 相等 的 球 称 为 等 球 . 

地 球 的 局 部 地 貌 虽 然 丘陵 起 伏 ,山川 纵横 ,但 是 其 全 局 的 形状 却 十 分 接 
近 于 一 个 球面 . 在 航海 实际 应 用 上 可 以 把 球 作为 它 的 第 一 近似 体 . 航海 学 和 
天 文 航海 学 的 主要 问题 是 定位 , 即 在 地 球 上 确定 船舶 的 地 理 位 置 , 这 是 航海 
专业 学 生 必须 掌握 的 最 基本 的 知识 . 因此 ,必须 研究 球 和 球面 上 的 基本 点 、 
线 、 圆 以 及 球面 三 角形 的 性 质 等 . 
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4.1.2 大圆 


显然 , 任 一 平面 与 球面 相 截 的 截 痕 是 圆 ( 图 4. 1. 1). 一 个 过 球 心 的 截 
面 ,在 球面 上 所 截 得 的 圆 称 为 大 圆 . 在 平面 几何 上 相当 于 一 条 直线 . 大 圆 上 
一 段 圆周 称 为 大 圆 弧 . 反之 ,一 个 不 过 球 心 的 截面 ,在 球面 上 所 截 得 的 圆 称 
为 小 圆 ,小 圆 上 一 段 圆 周 称 为 小 圆 弧 . 任何 两 个 大 圆 都 交 于 对 项 的 两 点 (图 
4. 1.2) ,所 以 大 圆 分 球 和 球面 为 相等 的 两 个 部 分 ; 且 过 对 顶 的 两 点 能 作 无 数 
个 大 圆 ,而 不 能 作 小 圆 ; 但 如 果 不 过 对 顶 的 两 点 只 能 作 一 个 大 圆 , 却 能 作 无 
数 个 小 圆 ;两 个 大 圆 平面 的 交 线 是 球 的 直径 也 是 这 两 个 大 圆 的 直径 ,并 且 把 
两 个 大 圆 互相 平分 . 


Æ 4.1.1 Æ 4.1.2 


4.1.3 球面 距离 


球面 上 一 个 大 圆 的 长 是 360", 球 面 上 两 点 A.B 间 小 于 180° 的 大 圆 弧 
(也 称 劣 弧 ) 长 称 为 球面 距离 , 它 是 点 A、B 间 的 最 短 球面 距离 ,在 航海 上 称 
为 大 圆 航 线 . 地 球 半 径 大 约 为 6370 km. 海上 距离 的 单位 是 海里 , 即 把 地 球 
子午 线 上 1 的 弧 长 称 为 1 n mile. 其 换算 公式 是 1 n mile = 1852 m. 


4.1.4 D RRG SE 


垂直 于 任 一 贺 的 球 直径 称 为 该 圆 的 轴 , 轴 与 球面 的 两 个 交点 称 为 极 , 显 
然 , 球 上 任 一 个 圆 都 有 两 个 极 . 从 大 圆 弧 或 小 圆 弧 上 的 一 点 到 极 的 球面 距离 
称 为 极 距 . 因为 同 圆 上 任意 一 点 的 极 距 都 相等 ,所 以 也 可 以 称 极为 该 圆 的 球 
面 中 心 , 称 极 距 为 该 圆 的 球面 半径 . 

注 :球面 中 心 不 是 圆心 ;球面 半径 不 是 球 半 径 . 

极 距 等 于 90° 的 大 圆 弧 称 为 极 线 或 称 为 赤道 . 因为 任 一 大 圆 与 其 极 的 
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极 距 为 90", 所 以 大 圆 弧 是 它 的 极 的 极 线 ; 反 之 , 极 线 必定 是 大 圆 弧 . 如 果 球 
面 上 某 一 点 到 其 他 两 点 (不 是 直径 的 两 个 端点 ) 的 球面 距离 均 为 on", We 
一 点 必 是 通过 后 两 点 的 大 圆 的 极 . 对 一 个 圆 而 言 , 轴 、 极 必定 是 成 对 出 现 的 ， 
而 极 和 极 线 也 是 成 对 出 现 的 . 两 个 大 圆 的 极 之 间 的 大 圆 弧 所 对 的 球 心 角 等 
于 此 两 大 圆 平面 的 二 面 角 . 


4.1.5 球面 角 及 其 度量 


球面 上 两 个 大 圆 弧 所 构成 的 角 称 为 球面 角 . 两 大 圆 弧 的 交点 称 为 球面 
角 的 项 点, 大圆 弧 称 为 球面 角 的 边 . 

球面 角 的 大 小 由 这 两 个 大 圆 缴 平面 所 构成 的 二 面 角 来 确定 . 球面 角 的 
度量 方法 : 

1. 作 两 条 边 的 切线 取 其 夹 角 (平面 角 ); 

2. 顶点 的 极 线 被 球面 角 两 边 所 截 的 弧 长 ; 

3. 该 弧 长 所 对 的 球 心 角 . 

注 : 极 线 上 的 弧 长 与 其 所 对 的 球面 角 同 度 ;球面 角 的 取 值 范围 是 0" 一 
360°. 


4.1.6 ”小 圆 弧 长 与 大 圆 弧 长 之 比 
圆心 角 相 等 的 小 圆 弧 长 与 大 圆 弧 长 之 比 等 于 小 贺 


一 


cos Aa ,如 图 4.1. 3 所 示 . 
4.1.7 地 球 上 的 基本 知识 


地 球 的 第 一 近似 体 为 圆 球体 ,其 半径 约 为 6370 km. 
地 球 的 自转 轴 称 为 地 轴 , 地球 绕 地 轴 自 西向 东 转 . 我 们 可 由 右手 法 则 确定 南 
北极 . 南北 极 的 极 线 称 为 赤道 . 赤道 将 地 球 分 为 南北 两 个 相等 的 半球 . 

地 球 南北 极 与 某 地 A 所 连 成 的 大 圆 称 为 A 地 的 子午 图 ,通过 英国 格林 
尼 治 天 文 台 的 子午 圈 称 为 格林 子午 圈 ; 连 接地 球 南 北极 和 某 地 A 之 间 的 半 
个 大 圆 称 为 A 地 的 午 圈 (子午 线 或 经 线 ). 在 赤道 上 由 格林 午 圈 至 A 地 午 图 
之 间 的 弧 长 称 为 A 地 的 经 度 . 经 度 相同 的 点 的 轨迹 是 午 圈 . 位 于 东 半 球 的 称 
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为 东经 ,反之 称 为 西 经 . 东西 经 的 取 值 范围 均 是 0 — 180 

在 A 地 午 图 上 由 赤道 到 该 地 的 弧 长 称 为 A 地 的 纬度 . 纬度 相同 的 点 的 
轨迹 是 平行 于 赤道 的 小 圆 , 该 小 圆 称 为 纬度 圈 或 等 纬 圈 . 纬度 越 高 ,等 纬 圈 
的 长 度 越 短 . 若 A 地 位 于 南半球 , 称 之 为 南 纬 , 反 之 称 为 北纬 .南北 纬 的 取 值 
范围 均 是 0° — 90°. 

在 航海 上 ,A 地 的 坐标 通常 用 A(p,A) 表示 ,其 中 p 是 纬度 ,4 是 经 度 . 

例 1 设 某 船 由 A(60"N,100°E), 向 东航 行 至 B(60"N,103"E), 求 AB 
的 距离 . 

解 ” 由 4.1.6 知 ,在 赤道 上 ,103" 一 100” = 3° X 60 = 180 n mile, 所 以 

AB = 180 X cos60° = 90 n mile, 

即 当 纬度 为 60" 时 ,等 纬 圈 的 长 度 仅 为 赤道 长 度 的 一 半 . 

H2 设 两 船 同 在 北纬 30"N, 相 距 600 n mile, 若 它们 以 同 速 向 北航 行 
1800 n mile, 求 两 船 相 距 多 少 海里 ? 

600 


解 ” 由 4.1.6 知 ,两 船 在 赤道 上 的 距离 为 一 -=s = 400V3 n mile, 向 北 


cos30° 
航行 1800 n mile, EP 30", 到 达 北 纬 60"N ,所 以 两 船 相距 
400./3 。cos60" = 200./3 n mile. 
注 :(1) 子午 圈 、 午 圈 、 子 午 线 , 经 线 指南 北向 ; 纬度 圈 、 等 纬 圈 指 东 西 
向 . 
(2) 午 圈 上 所 有 点 的 经 度 相 同 ; 纬 度 圈 上 所 有 点 的 纬度 相同 . 


练习 题 4. 1 


1. 是 非 题 
(1) 小 球 分 球 为 相等 的 两 部 分 ; 
(2) 过 球面 上 在 同一 直径 两 端的 两 点 ,只 能 作 一 个 大 圆 ; 
(3) 球面 上 两 点 间 小 于 180° 圆 弧 的 长 是 这 两 点 间 的 最 短 球面 距离 ; 
(4) 地 球 子午 线 上 1” 的 弧 长 称 为 1 海里 ; 
(5) 极 到 极 线 的 球面 距离 为 90°; 
(6) 极 距 是 指 任 一 点 到 子午 线 上 的 球面 距离 ; 
(7) 球面 半径 与 球 半径 相等 ; 
(8) 球面 角 与 其 所 对 应 的 大 圆 弧 长 相等 ; 
(9) 纬度 是 指 地 球 上 某 点 到 北 ( 南 ) 极 的 球面 距离 . 
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2. 如 图 4. 1.4 rz, Stonn, 为 地 球 北 D 


极 , 弧 Kd5' SEH. Bac IFAM Rak A NS 
200 n mile, e 点 的 纬度 为 45°, 求 本 长 Cn mile). ("Ty 

3. 设 某 船 由 AC0°N,100°E) 向 东航 行 120 3 7 
n mile, 后 沿 子午 圈 向 北航 行 3600 n mile, 再 转向 GE 
沿 等 纬 圈 向 西 航行 120 n mile, 最 后 转向 沿 子午 
圈 向 南航 行 3600 n mile, 求 : P: 

(1) 船舶 最 后 到 达 点 的 纬度 ;(2) 起 航 点 与 到 图 4.1.4 
达 点 相距 多 少 海里 ? 

4. 设 A 船 位 于 (60"N,100°E),B 船 位 于 (60"N,120°E) ,车 两 船 以 同 速 
向 南航 行 , 则 它们 在 航行 3600 海里 后 相距 多 少 海里 ? 

5. 设 两 船 同 在 北纬 30"N ,相距 600 n mile, 若 它们 以 同 速 向 北航 行 900 
n mile, 则 两 船 相距 多 少 海里 ? 


4.2 球面 三 角 


4.2.1 球面 三 角形 的 定义 


球面 上 由 三 个 大 圆 弧 相交 于 三 点 所 围 成 的 球面 部 分 称 为 球面 三 角形 . 
称 这 三 个 大 圆 弧 为 球面 三 角形 的 边 , 这 三 点 为 球面 三 角形 的 顶点 ,由 任意 两 
个 大 圆 弧 所 构成 的 球面 角 称 为 球面 三 角形 的 角 . 

三 边 和 三 个 角 称 为 球面 三 角形 六 要 素 . 三 边 用 a,b,c 表示 ,三 个 角 用 
A,B,C 表示 ,它们 的 取 值 范围 均 是 0° ~ 360°. 六 要 素 的 取 值 范围 均 是 0 — 
180° 的 球面 三 角形 称 为 欧 拉 球面 三 角形 .本 书 仅 讨 论 欧 拉 球面 三 角形 . 


4.2.2 球面 三 角形 的 分 类 


1. 球面 直角 ( 边 ) 三 角形 

至 少 有 一 个 角 ( 边 ) 为 90" 的 球面 三 角形 称 为 球面 直角 ( 边 ) 三 角形 . 

2. 球面 等 腰 三 角形 和 球面 等 边 三 角形 

两 边 或 两 角 相 等 的 球面 三 角形 称 为 球面 等 腰 三 角形 ;三 边 或 三 角 相 等 
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的 球面 三 角形 称 为 球面 等 边 三 角形 . 

3. 球面 初等 三 角形 

相对 于 球 半 径 三 边 都 非常 小 的 球面 三 角形 称 为 球面 小 三 角形 ;一 个 边 
和 对 角 相 对 于 其 他 两 边 及 其 对 角 都 很 小 的 球面 三 角形 称 为 球面 窗 三 角形 . 
球面 小 三 角形 和 球面 窗 三 角形 统称 为 球面 初等 三 角形 . 

4. 球面 任意 三 角形 

不 属于 以 上 三 类 的 球面 三 角形 称 为 球面 任意 三 角形 . 

注 :球面 直角 ( 边 ) 三 角形 可 以 是 两 个 角 ( 边 ) 或 三 个 角 ( 边 ) 为 90 ,这 个 
特点 不 同 于 平面 三 角形 . 


4.2.3 ”两 个 球面 三 角形 的 关系 


1. 全 等 球面 三 角形 

在 同 球 和 等 球面 上 , 边 角 对 应 相等 且 排 列 顺序 相同 的 球面 三 角形 称 为 
全 等 球面 三 角形 . 

2. 对 称 球 面 三 角形 

在 同 球 和 等 球面 上 , 边 角 对 应 相等 且 排 列 顺序 相反 的 球面 三 角形 称 为 
对 称 球面 三 角形 . 如 图 4. 2. 1 所 示 . 

3. 相似 球面 三 角形 

在 半径 不 同 的 球面 上 , 边 角 度 数 对 应 相等 的 球面 三 角形 称 为 相似 球面 
三 角形 . 如 图 4. 2. 2 所 示 . 





4. 极 线 球 面 三 角形 
(1) 定义 :球面 三 角形 三 个 顶点 的 极 线 所 构成 的 球面 三 角形 称 为 极 线 
球面 三 角形 . 通常 极 线 球面 三 角形 的 边 和 角 分 别 用 a ,b,c MA ,BC R 
示 . 如 图 4. 2. 3 所 示 . 
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(2) 特点 

O 若 原 球面 三 角形 的 三 边 都 大 于 90", 则 极 线 球面 三 角形 在 原 球面 三 
角形 内 . 如 图 4. 2. 4 所 示 . 

© 若 原 球面 三 角形 的 三 边 都 小 于 90", 则 极 线 球面 三 角形 在 原 球面 三 
角形 外 . 如 图 4. 2. 5 所 示 . 

@ 若 原 球面 三 角形 的 一 边 或 两 边 大 于 90", 则 极 线 球面 三 角形 与 原 球 
面 三 角形 交叉 形成 . 如 图 4. 2. 3 所 示 . 





(3) 关系 
Q 原 球面 三 角形 与 极 线 球面 三 角形 是 相互 的 关系 , 即 原 球面 三 角形 的 
顶点 是 极 线 球 面 三 角形 对 应 边 的 极 ; 反 之 , 极 线 球面 三 角形 的 顶点 是 原 球 面 
三 角形 对 应 边 的 极 . 
@ 原 三 角形 的 角 ( 边 ) 与 极 线 球面 三 角形 的 边 ( 角 ) 互补 . 即 
a + A' = 180°,a” + A = 180°, 
b+ B' = 180°,b + B = 180°, 
e+ C' = 180°, + C = 180°. 
注 :全 等 球面 三 角形 与 平面 三 角形 全 等 的 条 件 一 样 . 


4.2.4 球面 三 角形 的 性 质 


1. 球面 三 角形 与 三 面 角 的 关系 
球面 三 角形 与 三 面 角 之 间 可 以 相互 
度量 ,有 如 下 的 关系 . 如 图 4. 2. 6 PT 28. 
(1) 球 心 是 三 面 角 的 顶点 ; 
(2) 球 半 径 是 三 面 角 的 棱 ; 
(3) 球面 三 角形 的 边 是 三 面 角 的 平 
面 角 ; 
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(4) 球面 三 角形 的 角 是 三 面 角 的 二 面 角 . 
2. 球面 三 角形 的 边 : 
(1) 三 边 都 是 大 圆 弧 , 且 0" 一 每 一 边 < 1805; 
(2) 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,两边 之 差 小 于 第 三 边 , 如 a 一 <<c<a 十 0; 
(3) 三 边 之 和 大 于 0" 且 小 于 360", 即 0" < a + b-- < < 360°. 
3. 球面 三 角形 的 角 A 
(1)0 < 每 一 角 < 180°; 
(2) 三 角 之 和 大 于 180° 小 于 540*, 即 180° A 
+ B+ C < 540°; 
(3) 两 角 之 和 减 去 第 三 角 小 于 180", 如 A 十 B 一 D 
C < 180°; 
(4) 两 角 之 和 ( 差 ) 大 于 (小 于 ) 第 三 角 的 外 角 ， 
HA — B < D < A + B. WA 4. 2. 7 所 示 . 
4. 边 与 角 
(1) 等 边 对 等 角 .等 角 对 等 边 ; 
(2) 大 (小 ) 边 对 大 (小 ) 角 , 大 (小 ) 角 对 大 (小 ) 边 . 


4.2.5 球面 三 角形 成 立 的 条 件 


1. 已 知 球面 三 角形 的 三 个 边 时 

(1)0 < 每 一 边 < 180°; 

(2)0" <a + b+ c < 360°; 

(3) 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 

2. 已 知 球面 三 角形 的 三 个 角 时 

(1)0° 一 每 一 角 < 180°; 

(2)180" < A + B+ C < 540°; 

(3) 两 角 之 和 减 去 第 三 角 小 于 180°. 

3. 若 给 定 球面 三 角形 的 两 个 角 ( 边 ) 及 其 夹 边 ( 角 ), 则 仅 需 满足 每 一 个 
角 和 每 一 个 边 大 于 0" ,小 于 180° 的 条 件 ,球面 三 角形 都 成 立 . 

注 :c 边 和 C 角 在 写法 上 的 区 别 . 

例 “判断 下 面 的 球面 三 角形 是 否 存在 . 

1. A = 100°,B = 170°,C = 70°. 

解 ” 因 为 A 十 B 一 C = 200 > 180", 所 以 球面 三 角形 不 存在 . 


图 4.2.7 
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2.a = 100°,b = 170°,c = 70°, 

解 ” 因 为 a 十 c = 170 = 5, 所 以 球面 三 角形 不 存在 . 

3. A = 100°,B = 100°,C = 100°. 

解 ”因为 满足 已 知 三 角 的 三 个 条 件 , 所 以 球面 三 角形 存在 . 

4.a = 100°,b = 100°,c = 100°. 

解 ”因为 满足 已 知 三 边 的 三 个 条 件 , 所 以 球面 三 角形 存在 . 

5.a = 170°,b = 170°,C = 170°. 

解 ”因为 两 个 边 及 其 夹 角 都 满足 大 于 0, 小 于 180° 的 条 件 , 所 以 球面 
三 角形 存在 . 


练习 题 4. 2 


1. 是 非 题 
(1) 球面 直 边 三 角形 是 指 只 有 一 个 边 为 90° 的 球面 三 角形 ; 
(2) 在 同 球 上 , 边 角 对 应 相等 的 球面 三 角形 称 为 球面 全 等 三 角形 ; 
(3) 球面 三 角形 三 边 之 和 大 于 0°, UT 540°; 
(4) 球面 三 角形 两 角 之 和 必 小 于 第 三 角 ; 
(5) 球面 三 角形 外 角 小 于 相 邻 的 两 内 角 之 和 ， 
2. 由 极 线 上 任 一 点 和 极 线 相连 的 大 贺 弧 与 极 线 构成 怎样 的 球面 角 ? 
3. 已 知 一 球面 三 角形 三 个 角 分 别 为 90° .90° .60° ,试问 该 球面 三 角形 的 
三 边 各 为 何 值 ? 
4. 判断 下 列 球面 三 角形 是 否 存 在 : 
(l)a = 110°,b = 60°,c = 50% (2)A = 110°,B = 60°,C = 50°; 
(3)a = 120°,b = 120°,c = 120°; (4)A = 120°,B = 120°,C = 120°; 
(5)a = 100°,b = 170°,c = 90°; (6)A = 100°,B = 170°,C = 90°; 
(7)a = 60°,b = 60°,c = 60°; (8)A = 60°,B = 60°,C = 60°; 
(9)a = 1°,B = 179°,c = 179°; (10)A = 28°,b = 179°,C = 181°. 
5. 设 球面 三 角形 ABC HZHH a.b.c, H a > b > c, CHRR = HÉ 
的 三 边 为 w 0、c ,求证 :a’ < 5 < c. 
6. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 设 A = 90", 且 B Cu, 
(1)270" > B+ C > 90°; (2)B — C < 90°. 
7. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 设 a = 90°, RYE: 
(1)270° > b + c > 90°; (2)b e < 90°. 
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8. 在 球面 三 角形 ABC 中 ,求证 ， 

(D —90°< +(A+ B— C)< 90°%,(2)0° < + (a +b—c)< 180°. 

9. 如 图 4.2.8 所 示 ,AP , BP .CP ,DP .EP 和 ABCDE 都 是 大 圆 弧 , 求 
证 :APB + ZBPC + ZCPD + Z DPE + ZEPA = 360°. 

10. 如 图 4. 2. 9 所 示 ,球面 上 P 点 是 大 圆 弧 QER 的 极 ,Z ALKAA 
SEN 的 极 , 求 证 ， 

d) È = EN = @Æ = ER = 9o°;(2) ZP = Q, = PN. 





图 4.2.8 图 4. 2.9 


4.3.1 余弦 公式 


1. 边 的 余弦 公式 
球面 三 角形 一 个 边 的 余弦 等 于 其 他 两 边 余弦 的 乘积 加 上 这 两 边 正弦 及 
其 夹 角 余 弦 的 乘积 . 
cosa = cosbcosc 十 sinbsinccosA 
| = cosacosc + sinasinccosB (4.3.1) 
cosc = cosacosb + sinasinbcosC 


公式 (4. 3.1) 通常 用 于 求解 已 知 两 边 及 其 夹 角 求 第 三 边 或 者 已 知 三 边 
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求 一 角 . 它 在 航海 实际 工作 中 是 最 常用 的 公式 之 一 ,如 求 起 航 点 与 到 达 点 之 
间 的 距离 . 
2. 角 的 余弦 公式 
球面 三 角形 一 个 角 的 余弦 等 于 其 他 两 角 余 弦 的 乘积 冠 以 负 号 加 上 这 两 
角 正 弦 及 其 夹 边 余 弦 的 乘积 . 
cosA 一 一 cosBcosC 十 sinBsinCcosa 
| =— cosAcosC 十 sinAsinCcosp ` (4.3. 2) 
cosC =— cosAcosB + sinAsinBcosc : 
公式 (4. 3. 2) 通常 用 于 求解 已 知 两 角 及 其 夹 边 求 第 三 角 或 者 已 知 三 角 
求 一 边 . 它 在 航海 实际 工作 中 比较 少 用 . 


4.3.2 正弦 公式 
球面 三 角形 各 边 的 正弦 和 它 对 应 角 的 正弦 成 正比 . 


sina _ sinb _ sinc (4.3.3) 





sinA sinB sinC 
公式 (4. 3. 3) 通常 用 于 求解 已 知 一 边 及 其 对 角 和 另 一 边 ( 角 ), 求 另 
一 角 ( 边 ). 它 在 航海 实际 工作 中 常用 于 求 起 航 点 与 到 达 点 之 间 的 初始 航 
向 . 
注 :利用 公式 (4. 3. 3) ,所 得 到 的 解 是 两 个 互 为 补 角 的 解 ,应 根据 实际 问 
题 来 选择 . 


4.3.3 边 角 的 正 余弦 公式 (五 联 公 式 ) 


球面 三 角形 相 邻 边 角 正 余弦 的 乘积 等 于 邻 边 第 三 边 正 余弦 的 乘积 减 去 
邻 边 第 三 边 余 正弦 及 其 夹 角 余 弦 的 乘积 , 即 
sin UI cos 角 = sin 邻 边 cos 第 三 边 一 cos 邻 边 sin 第 三 边 cos 3 fl ( H 
H). 
sinacosB = sinccosb 一 coscsinbcosA 
sinacosC = sinbcosc 一 cosbsinccosA 
sinbcosA = sinccosa 一 cose sıinacosB 
sinbcosC = sinacosc 一 cosasinccosB DCK 
sinccosA = sinbcosa 一 cosbsinacosC 


sinccosB = sinacosb 一 cosasinbcosC 
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公式 (4. 3.4) 通常 用 于 推导 其 他 的 球面 三 角 公式 ,一 般 不 用 于 解 球面 
三 角形 . 

注 : 五 联 公 式 的 记忆 ,主要 在 于 弄 清 邻 边 和 第 三 边 的 概念 . 

例如 五 个 联 起 来 的 要 素 :a 一 B 一 c 一 A 一 4b, 称 a 为 边 ,B 为 角 ,c 为 邻 边 ， 
A 为 夹 角 ,6 为 第 三 边 . 套用 口诀 即 可 得 到 公式 (4. 3. 4) 中 的 第 一 个 公式 


4.3.4 余 切 公式 (四 联 公式 ) 


上 内 边 内 角 余 弦 的 乘积 , 即 cot 外 边 sin 内 边 = cot 外 角 sin 内 角 -+ cos 内 边 
cos 内 和 角 ( 口 诀 ). 
cotasinb = cotAsinC 十 cosbcosC 
cotasinc = cotAsinB 十 cosccosB 
cotbsina = cotBsinC + cosacosC 
cotbsinc = cotBsinA + cosccosA SES 
cotcsina = cotCsinB + cosacosB 
cotcsinb = cotCsinA 十 cospcosA 
公式 (4. 3. 5) 通常 用 于 求 四 个 联 起 来 要 素 中 的 外 边 或 者 外 角 . 它 在 
航海 实际 工作 中 是 常用 的 公式 之 一 ,如 求 起 航 点 与 到 达 点 之 间 的 初始 航 
向 . 
注 : 四 联 公式 的 记忆 ,主要 在 于 弄 清 内 (外 ) 边 和 内 (外 ) 角 的 概念 . 
例如 四 个 联 起 来 的 要 素 :a 一 C 一 2 一 A, 称 a 为 外 边 ,6 为 内 边 ,A .为 外 
角 ,C 为 内 角 . 套用 口诀 即 可 得 到 公式 (4. 3. 5) 中 的 第 一 个 公式 . 
例 1 在 球面 三 角形 ABC 中 ,已 知 A = a, 求 证 :B 与 5、C 与 c 相等 或 
互补 . 
证 明 ”因为 sina L sinb A 一 1, 所 以 ,sinB = sinb,sinC = sinc, 
BD B 5 b.C 与 c 相等 或 互补 . 
例 2 球面 三 角形 各 边 都 等 于 60", 求 证 每 个 角 的 余弦 为 于， 


解 “由 边 的 余弦 公式 :cosa = cosbcosc 十 sinbsinccosA ,得 
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练习 题 4. 3 
1. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 若 C = 90", 求 证: 


(1)cosc = cosacosb;(2)cosc = cotAcotB; 


(3)sinb = cotAtana;(4)sinb = sinBsinc. 
2. 球面 三 角形 各 角 都 等 于 120", 求 证 每 个 边 的 余弦 为 一 地. 
3. 在 周 长 为 12 的 球面 上 ,一 个 球面 三 角形 ABC 的 o 
三 边 长 分 别 为 AB 一 1,BC = 2,AC ERR 
f. 
4. 如 图 4. 3. 1 所 示 , 在 球面 三 角形 ABC 中 ,D 是 AB B 
上 的 中 点 ,过 C.D 两 点 作 大 圆 弧 CD ,CD ARC han euni 
两 个 部 分 .求证 :Sunz 一 sin 


siny sina` 


5. i C = 90°,a = 60°,b = 45°,3RK: (1) 2 c; (2) 角 A. 
44 ”球面 直角 三 角形 和 球面 直 边 三 角形 


4.4.1 球面 直角 三 角形 


1. 定义 

至 少 有 一 个 角 为 直角 的 球面 三 角形 称 为 球面 直角 三 角形 . 

车 三 个 角 都 是 90", 则 三 边 也 都 是 90"; 若 两 个 角 是 90", 则 直角 的 两 对 边 
也 是 90 ,此 时 第 三 个 角 所 对 应 的 顶点 和 对 边 是 极点 和 极 线 的 关系 ,由 球面 
角 的 知识 ,第 三 个 角 与 其 对 边 在 数值 上 必 相 等 ( 同 度 ). 所 以 上 述 两 种 情况 下 
球面 三 角形 的 边 角 关系 已 经 很 清楚 ,下 面 仅 讨论 一 个 角 为 直角 的 球面 三 角 
形 的 公式 . 

2. 球面 直角 三 角形 公式 推导 

it C = 90", 则 有 sinC = 1,cosC = 0, 对 照 边 的 余弦 公式 、 角 的 余弦 公 
式 、. 正 弦 公 式 、 余 切 公式 可 推 得 下 表 的 10 个 公式 . 
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SA Al 


球面 任意 三 角形 
cosc = cosacosb + sinasinbcosC 


cosA =— cosBcosC + sinBsinCcosa 
cosB 一 一 cosAcosC + sinAsinCcosb 
cosC =— cosAcosB + sinAsinBcosc 














球面 直角 三 角形 (C = 90°) 
边 的 余弦 公式 cosc = cosacosb 
cosA = sinBcosa 
角 的 余弦 公式 


cosB = sinAcosh 


cosc = cotAcotB 














sina sinc 


sinA sinC 


sinb sinc 
sinB sinC 


cotasinb = cotAsinC + cosbcosC 


cotbsina = cotBsinC 十 cosacosC 





sina = sinAsinc 
sinb = sinBsinc 








sinb = cotAtana 
sina = cotBtanb 
余 切 公式 


cosB = tanacotc 


cosA = tanbcotc 


cotcsina = cotCsinB + cosacosB 
cotcsinb = cotCsinA 十 cosbcosA 





由 此 我 们 得 到 了 这 10 个 公式 ,这 十 个 公式 包括 了 球面 直角 三 角形 在 角 
C = 90° 时 的 所 有 情况 , 即 : 
cosc = cotAcotB = cosacosb 
sina = sinAsinc = cotBtanb 
sinb = cotAtana = sinBsinc (4.4.1) 
cosA = tanbcotc = sinBcosa 
cosB = tanacotc = sinAcosb 
注 : 公 式 (4.4. 1) 仅 适 用 于 C = 90°. 若是 A = 90° RE B = 90 ,请 参照 
上 表 的 推导 方法 ,将 相应 的 字母 改换 即 可 . 
3. 球面 直角 三 角形 公式 的 记忆 法 则 ( 纳 比 尔 法 则 ) 
这 10 个 球面 直角 三 角形 公式 在 实用 中 难于 记忆 ,因此 , 纳 比尔 设计 了 
一 套图 形 ( 图 A 4. 1) 和 记忆 法 则 ,用 于 记忆 这 些 公式 , 称 为 纳 比尔 法 则 ， 


C 





图 4.4.1 
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纳 比 尔 法 则 :在 非 直角 的 五 个 循环 要 素 中 , 任 一 要 素 的 正弦 ,等 于 其 相 
邻 两 要 素 正切 的 乘积 ,或 等 于 其 相隔 两 要 素 余 弦 的 乘积 . 纳 比 尔 法 则 又 称 为 
“大 字 法 则 ”. 

在 直角 的 情况 下 ,任意 已 知 两 个 要 素 ,运用 法 则 ,可 以 直接 求 出 其 余 三 
个 要 素 . 

注 :(1) 大 字 图 形 下 方 的 三 个 要 素 是 90° 一 ?; 

(2) 法 则 中 的 五 个 循环 要 素 不 包括 直角 要 素 . 


4.4.2 球面 直 边 三 角形 


1. 定义 

至 少 有 一 个 边 为 90 的 球面 三 角形 称 为 球面 直 边 三 角形 . 

车 三 条 边 都 是 90", 则 三 角 也 都 是 90"; 若 两 条 边 是 90", 则 直 边 的 两 对 角 
都 是 90°, 而 第 三 条 边 与 其 角 在 数值 上 必 相 等 . 因此 上 述 两 种 情况 下 球面 三 
角形 的 边 角 关 系 已 经 很 清楚 ,下 面 仅 讨论 一 条 边 为 直 边 的 球面 三 角形 公式 . 

2. 球面 直 边 三 角形 公式 

i c = 90 ,类 似 于 球面 直角 三 角形 公式 的 推导 ,由 边 的 余弦 公式 、. 角 的 
余弦 公式 .正弦 公式 、 余 切 公 式 可 推 得 10 个 公式 . 即 

cosC 一 一 cotacotb =— cosAcosB 


sinA = cotbtanB = sinasinC 


sinB = cotatanA = sinbsinC (4.4. 2) 
cosa =— cotCtanB = sinbcosA 
cosb 一 一 cotCtanA = sinacosB 


3. 球面 直 边 三 角形 公式 的 记忆 法 则 
与 球面 直角 三 角形 公式 类 似 , 球 面 直 边 三 角形 公式 也 有 纳 比尔 法 则 (图 


4. 4. 2). N 
c=90° c=90° 
B 4 WW ` 
PZ 90°-b 
C ot 


图 4.4.2 
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纳 比 尔 法 则 :在 五 个 循环 要 素 中 , 任 一 要 素 的 正弦 等 于 其 相 邻 两 要 素 正 
切 的 乘积 ,或 等 于 其 相隔 两 要 素 余 弦 的 乘积 .但 在 等 式 右边 的 两 项 的 乘积 
中 , 若 两 个 要 素 都 是 边 或 都 是 角 时 , 则 在 乘积 之 前 冠 以 负 号 . 

在 直 边 的 情况 下 ,任意 已 知 两 个 要 素 , 运 用 法 则 ,可 以 直接 求 出 其 余 三 
个 要 素 , 但 是 要 注意 符号 . 

例 1 在 球面 三 角形 ABC 中 , 设 B = 90°, M] cosb =— cosAcosC 或 


cotAcota. 
练习 题 4. 4 
1. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 设 B = 90°, DI cosb 


或 


或 


l 


2. 在 球面 三 角形 ABC dR, i a = 90°, M cosA = 


3. 在 球面 三 角形 ABC 中 , 边 6 = 90°,a = 60°,C = 30", 求 出 其 余 的 三 
SS. 

4. 球面 三 角形 ABC 中 , 边 a = 二 90°,B = 30°,C = 45°, 求 出 其 余 的 三 要 素 . 

5. 球面 三 角形 ABC 中 ,C = 90°, 求 证 : 


(1)tanacosc 一 一 sinbcotB; (2) sin2A = 1 — sin’ B cos’a. 


45 ”球面 初等 三 角形 


在 航海 实际 工作 中 ,常会 遇 到 三 边 与 其 球 半径 相 比 都 其 小 或 一 边 相 对 
于 其 他 两 边 都 很 小 的 球面 三 角形 ,它们 统称 为 球面 初等 三 角形 . 


4.5.1 球面 小 三 角形 


1. 定义 
相对 于 球 半径 三 边 都 非常 小 的 球面 三 角形 称 为 球面 小 三 角形 . 
虽然 三 边 其 小 ,但 三 角 不 会 很 小 ,其 内 角 和 接近 180° BX T 180 . 
2. ERHI fA A 
三 个 内 角 和 大 于 180° HRE A RE AA A E, BD 
E =A+B+C-—180°. 
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(1) 车 三 角 已 知 , 则 E = A+ B+ C—180% 


WE e tr 
(2) 车 三 边 已 知 , 则 E” = prap! + 24R? ): 


其 中 ,S 为 球面 三 角形 面积 ;R 为 球 半 径 ( 地 球 半径 :6370 km);a,b,c 为 
三 边 长 度 . 


EE Ta so) p = Ta +b+e) 为 半 周 长 ,代入 
得 : 
s= L VG Fb atb G +e ay (a eb. 


由 以 上 公式 可 计算 出 , 当地 面 上 的 球面 小 三 角形 各 边 长 均 为 10 n 
mile.40 n mile、70 n mile #l 100 n mile 时 ,球面 角 和 至 分 别 约 为 1 、12”、37” 和 
76”. 这 说 明 ,在 地 面 上 的 距离 为 几 十 海里 时 ,球面 角 盈 很 小 . 因此 , 当 精 度 要 
求 不 是 很 高 时 ,可 将 球面 小 三 角形 看 成 平面 三 角形 求解 . 航海 上 ,在 视野 范 
围 内 观测 陆 标定 位 时 ,完全 可 将 球面 三 角形 视 作 平面 三 角形 来 处 理 . 

计算 公式 为 : 


b° = a? +e — 2accosB (4.5.1) 


` = b + e — 2bccosA 
cz = a’ + b° — 2abcosC 


D Z, >: Po eso (4.5.2) 
即 平面 三 角形 的 余弦 和 正弦 公式 . 
4.5.2 球面 窄 三 角形 


1. 定义 

一 个 边 和 对 角 相 对 于 其 他 两 边 及 其 对 角 都 很 小 的 球面 三 角形 称 为 球面 
Kä E 

与 球面 小 三 角形 类 似 , 在 精度 要 求 不 是 很 高 时 ,可 将 球面 窗 三 角形 的 边 
和 角 的 计算 公式 简化 ,用 简单 的 近似 公式 代替 . 这 样 , 既 便于 计算 又 便于 记 
忆 公 式 . 

2. 近似 公式 

已 知 小 边 a 和 它 的 邻 角 B 及 B 角 的 邻 边 c, 求 另 一 边 上 和 小 角 A (El 
4.5.1). 
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(1) 两 边 之 差 < 一 5 的 第 一 近似 公式 : À 

(c—b), = acosB; (4.5.3) 
(2) 角 A 的 第 一 近似 公式 : c b 

A, = 20B , (4.5.4) 
Sinc 
(3) 两 边 之 差 c 一 6 的 第 二 近似 公式 : ša 
(c=), = Cecile — asin” B + gg, 图 4.5.1 

或 (c —b): = acosB — Zei sin’ B • cotc; (4.5.5) 


(4) 角 A 的 第 二 近似 公式 : 


A: = Al 十 E * cotc e CSCC, 


或 A, = asinB + 工 ozsin2B * cotc * cscc. (4.5. 6) 
sinc 2 


显然 ,第 二 近似 公式 虽 比 第 一 近似 公式 更 精确 ,但 计算 量 也 大 . 
A1 测 得 地 面 上 三 角形 的 三 边 分 别 为 18 km、52 km、65 km, SE 
球面 三 角形 的 球面 角 至 . 


2 
解 E 一 天 Gester? Stiler P(p—c)(p—a)(p—b), 


p= a +b+e)= O84524 65) = 67.5; 


S = 67.5 X (67. 5 — 18)(67. 5 — 52)(67. 5 — 65) = 359. 8; 


8 359. 8 18? +52? 十 652 、_ 
6370? X sent! T 24 X 6370? Weg 


@ 2 设 球面 三 角形 ABC ERMEZ HÉ, c 化 a .6 小 得 多 ,已 知 边 
c = 0°48'06”,f8 A = 86°00”00”,b = 40"00'00”, 试 求 该 三 角形 的 C 角 和 a 边 . 
解 (bai = ccosA = 0"48’06”cos86"00 = 3.36, 所 以 
a = 40°00 X 60 — 3. 36 = 2396. 64 n mile; 


_ csin4 _ 0°48’06” X sin86° __ jo) rao 
Vi ee O] 


练习 题 4.5 


1. 已 知 一 球面 三 角形 :4 一 71?28'15", 甩 一 45"5609%,C = 62°36”35” , 3R 
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REAA E. 


2. 测 得 地 面 上 三 角形 的 三 边 分 别 为 20 km.50 km.60 km, 试 求 该 球面 


三 角形 的 球面 角 熏 . 


3. 球面 三 角形 ABC 是 一 球面 窗 三 角形 ,c 比 a .6 小 得 多 ,已 知 边 < = 


0°50”.0,f8 A = 60°00”.0,b = 45"00'.0, 试 求 该 三 角形 的 C 角 和 a 边 ， 


46 任意 的 球面 三 角形 


4.6.1 任意 的 球面 三 角形 求解 


对 于 任意 的 球面 三 角形 ,在 已 知 三 个 要 素 的 条 件 下 ,求解 另外 三 个 要 


素 , 有 下 面 的 六 种 情况 . 


1. 已 知 两 边 a,b 及 其 夹 角 C, 求 其 余 两 角 A,B 及 第 三 边 c 
求法 :第 三 边 c 可 通过 边 的 余弦 公式 求 出 , 即 
cosc = cosacosh + sinasinbcosC; 
其 余 两 个 角 通 过 余 切 公式 得 到 ,由 cotasinb = cotAsinC 十 cosbcosC ,得 


cotasinp 一 cosbcosC ， 
saint 


同 理 ,由 cotbsina = cotBsinC + cosacosC ,得 


cotA 一 


cotpsina 一 cosacosC 
sinC Ë 


2. 已 知 两 角 A.B 及 其 夹 边 c, 求 其 余 两 边 a ,b K 35 = ffi C 
求法 :第 三 角 C 可 直接 通过 角 的 余弦 公式 求 出 , 即 
cosC =— cosAcosB + sinAÁsinBcosc; 


其 余 两 条 边 a,b 通过 余 切 公式 得 到 ， 由 cotasinc = cotAsinB + 


cotB = 


cosccosB ,得 
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cotAsinB + cosccosB ， 
sinc 


cota = 


pm DIE cotBsinA + cosccosA 


sinc 
3. 已 知 三 边 c,b,c, 求 三 个 角 A, B, C 
求法 :利用 边 的 余弦 公式 . 由 cosa = cosbcosc + sinbsinccosA , 得 
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cosa 一 cospcosc ， 


cosA = z 
sinbsinc 
cosb — cosacosc 
同 理 cosB = =, 
sinasinc 
cosc — cosacosb 
cosC = ——ə  — 


sinasinb 
4. 已 知 三 角 A,B,C, 求 三 条 边 a,b,c 
求法 :利用 角 的 余弦 公式 . 由 cosA =— cosBcosC 十 stnBsinCcosa ,得 


cosa = cosA 十 cosBcosC ` 

sinBsinC 

_ cos 有 十 cosAcosC ` 

同 理 oA 
eae cosC+ cosAcosB 

` sinAsinB 


5. 已 知 两 边 a,6 及 其 一 对 角 A(B), 求 男 一 角 B(A) 和 第 三 边 c 及 其 对 


ec 
EE = Sinb ,得 

sinbsinA ` 

f sina ” 

而 第 三 边 c 及 其 对 角 C 利用 边 的 余弦 公式 和 余 切 公式 来 求 ,由 


cosa = cosbcosc 十 sinbsinccosA, 








sinB = 


48 psinc + qcosc = r, 

其 中 ,p = sinpcosA ,9 = cosb,r = cosa. 

应 用 平面 三 角 的 知识 ,可 以 得 到 第 三 边 c. 

同 理 , 由 cotasinb = cotAsinC + cosbcosC, ,可 以 求 得 第 三 角 C. 

6. 已 知 两 角 A,B 及 其 一 对 边 a(b), 求 男 一 边 b(a) 和 第 三 边 < 及 其 对 角 C 


求法 :利用 正弦 公式 可 求 出 一 边 ,由 Sina — sinb, 49 








sinasinB ` 
sinA ' 
而 第 三 边 c 及 其 对 角 C 利用 边 的 余 切 公 式 和 角 的 余弦 公式 来 求 , 由 


cotasinc = cotAsinB + cosccosB. 


sinb = 


得 bsinc + gcosc = r, 
其 中 ,p = cota,g = 一 cosB,r = cotAsinB. 
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应 用 平面 三 角 的 知识 ,可 以 得 到 第 三 边 c. 

同 理 , 由 cosA =— cosBcosC 十 sinBsinCcosa ,可 以 求 得 第 三 角 C. 

以 上 六 种 情况 中 ,与 航海 关系 最 密切 的 是 第 一 种 . 而 且 在 航海 上 对 问题 
的 要 求 也 往往 是 解 算 球面 三 角形 中 个 别 未 知 要 素 , 而 不 是 求解 整个 球面 三 
角形 ,因而 在 解 算 中 对 公式 的 选择 需要 加 以 注意 . 在 实际 应 用 中 利用 公式 求 
边 或 角 , 可 以 使 用 函数 计算 器 进行 计算 . 


4.6.2 求解 球面 三 角形 的 一 般 步 又 


(1) 根据 已 知 条 件 , 画 出 该 三 角形 的 示意 图 形 . 绘图 时 , 只 要 根据 已 知 
度数 粗 路 地 画 出 图 形 即 可 . 但 图 形 越 正确 ,对 于 检验 演算 结果 越 有 价值 ,而 
且 对 解 的 判断 能 起 很 大 作用 . 此 外 ,熟练 地 绘画 球面 三 角形 的 图 形 ,对 日 后 
学 习 天 文 航海 等 课程 也 有 很 大 帮助 . 

(2) 根据 已 知 条 件 ,选择 解 该 三 角形 所 应 用 的 适当 公式 . 

解 球面 三 角形 有 许多 公式 ,有 的 用 起 来 便利 ,有 的 用 起 来 不 太 便 利 , 所 
得 的 结果 准确 程度 也 不 大 相同 ,所 以 在 解 球面 三 角形 时 应 根据 具体 情况 选 
择 最 适当 的 公式 . 否则 ,由 于 求解 公式 选择 不 当 , 不 仅 演 算 费 时 ,而 且 所 得 结 
果 精 确 度 不 高 . 

注 :(1) 尽量 利用 余弦 公式 和 余 切 公式 求解 ,如 果 用 正弦 公式 求解 ,要 
判断 是 锐角 还 是 钝 角 ; 

(2) 为 了 减 小 误差 ,提高 精度 ,尽量 用 已 知 要 素来 求 未 知 要 素 . 

例 1 已 知 C=120",a 一 45",0 一 60", 画 出 该 球面 三 角形 的 示意 图 ,并 
求 出 其 他 的 三 要 素 . 

解 第 三 边 c 可 通过 边 的 余弦 公式 求 出 , 即 

cosc = cosacosb 十 sinasinbcosC = cos45°cos60° + sin45°sin60°cos 120°, 
解 得 ,c = 87°17'6”. 

其 余 两 个 角 A.B 通过 余 切 公式 得 到 ， 

由 cotasinb = cotAsinC 十 cospcosC ,得 
cotasinp 一 cosbcosC 

sinC 
_ cot45°sin60° — cos60°cos120° B a d 
sin120° i 


解 得 A = 37°48'40”. 


cotA = 


图 4.6.1 
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同 理 ,由 cotbsina = cotBsinC 十 cosacosC ,得 


cotbsina 一 cosacosC _ cot60 sin45 — cos45°cos120° 
sinC sin120° i 


解 得 :B = 48°39 48". 
练习 题 4.6 


解 算 下 面 球面 三 角形 : 

. # a = 38"15. 5,6 = 75°10.'0,C = 52°14. '0, 求 边 C. 

. # a = 118°31. 0, = 50°20. ‘0,C = 100°40. '0, 求 角 A. 
. 若 a = 50?10. 5,6 = 40°00. '2,C = 121°36. “3 , 求 角 B. 

车 a = 85°03. '0,B = 30°19. "0,C = 58°20. 0, 求 边 0. 

. 车 a = 118550. “0,b 一 61"40. “0, 忆 一 66"06. “6, 求 角 A. 
. 4# b = 49°30. '2,B = 66°06. '6,C = 57°17. “3 , 求 边 C. 


cotB = 


Ch a oA U N ra 


47 大圆 航程 和 大 圆 起 始 航向 


大 圆 航程 :船舶 在 海上 驶 大 圆 航线 的 距离 ,用 Si 表示 , 取 值 范围 是 0 < 
S, < 180°. 

大 圆 起 始 航向 :连接 地 球 北极 与 出 发 地 之 间 的 大 圆 弧 ,与 大 圆 航线 间 按 
顺 时 针 方 向 的 球面 角 , 用 C, 表示 , 取 值 范围 是 0 << C, < 360°. 


4.7.1 ZÉ 


经 差 : 终 到 地 经 度 A SKRZE A Z 2 , Fj D, 表示 , 取 值 范围 是 o° 
< D, < 180°. 

航海 上 规定 经 度 以 东经 为 正 , 西 经 为 负 ( 纬 度 以 北纬 为 正 , 南 纬 为 负 )， 
经 差 也 是 以 东经 为 正 , 西 经 为 负 . 

经 差 D, Än 一 A1, 当 经 差 的 数值 超过 180° 或 为 负 值 时 ,以 下 面 方 法 计 
算 : 

1. 当 经 差 的 数值 超过 180° 时 ,用 360° 减 之 ,并 改变 符号 , 即 (360 一 
D,)W; : 

2. 当 经 差 的 数值 为 负 值 时 ,分 成 两 种 情况 : 
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(1) — 180° < D, 二 0": 将 负 号 去 掉 , 以 西 经 表示 , 即 |D, |W; 
(2) — 360° < D, 一 一 180": 用 360" 加 之 ,并 改变 符号 , 即 (360" 十 D. )E. 
例 1 i A = 62°10.'0E,à: = 105°20. “0E, 求 D. 
解 D, = Ax —A, = 105°20'. 0 — 62°10’. 0 = 43°10. 0E. 
例 2 j A = 133°15.'0W,à: = 165°11. “0E, 求 D,. 
解 D, = Àx — A = 165°11”.0 — (— 133°15”. 0) 
= 298°26”. 0 = (360° — 298°26”. 0) W = 61°34’. 0W. 
@J3 ÜA = 153555. '0E,4, = 147"18. "0W , 求 D. 
解 D. = x, —x, = (— 147°18”. 0) — 153°55”, 0 =— 301°13”. 0 
= (360° — 301°13”. 0)E = 58°47’. 0E. 


4.7.2 KANE S 和 大 圆 起 始 航向 


和 大 圆 起 始 航向 Ci. 这 是 一 个 基本 的 航海 运算 问 
题 . 如 图 4. 7. 1 所 示 . 


Àa. 


设 某 船 拟 由 A(qga àa ) 行 驶 到 B (qs,4hs), 驶 大 圆 航 线 , 求 大 圆 航程 Si 


— — 


PA 一 90 — ga + pB = 90° — gn + D, = às — 

由 边 的 余弦 公式 : 

cosS, = cos(90 "一 PA ) cos(90 一 Pr )+ 
sin(90 — pa )sin(90° — es )cosD, 





= singasines + cosga cosgescosD, ; 图 4.7.1 
由 余 切 公式 : 
cot (90° — gs )sin (90° — pa ) = cotCisinD, 十 cosDicos(90 — pa )» 


tangacosgpa = cotCisinD, + cosD, singa + 


` — tangscosga 一 cosD, singa 
所 以 D cotC; sinD, & 
Ja. sin (90° — pp ) — sinS;, I 
又 由 正弦 公式 :一 nC sinD, "所 以 
nG = cosgssinD, 
! sinS: ` 


一 般 地 ,通过 判断 cotC, 与 sinC 的 符号 ,来 确定 大 圆 起 始 航向 Ci 的 取 


值 范围 . 


注 :(1) KAME S 的 单位 是 海里 


第 四 章 ”球面 几何 和 球面 三 角 





(2) 求 大 圆 起 始 航向 C, 时, 要求 cotC, 与 sinC, 都 要 求 出 ,便于 判断 C, 
的 取 值 范围 . 


cotCr > 0 ， z cotC, <0 ， š 
š ,0° < C, < 90°; GER ,90° < C, < 180°; 
sinC; > 0 sinC, > 0 
cotC, > 0 cotC < 0 

1 © C ,180° < C, < 270°; ol ` ,270° < C, < 360°. 
sinC < 0 sinCi < 0 


(3) 航海 上 要 求 距 离 精确 到 0. 1; 角度 精确 到 0. °1. 

@J4 EBR EH ga = 17°15. ON ,X44 = 108°26. ‘0E 到 gps = 23°20. ON, 
An = 134°47. “0E , 驶 大 圆 航线 , 求 大 圆 航程 与 大 圆 起 始 航向 . 

解 D, = 一 1 一 134"47' .0 一 108"26“.0 = 26"21 .0E， 

cosSr = sin17°15. “0sin23°20. ‘0 + cos17?15. “0cos23°20. “0cos26°21. "o 


= 0.9, 
所 以 ， S, = 25. "41 = 1524. 6 n mile, 
_ cos17°15. "0tan23"20. '0 一 sin17°15. “0cos26°21. 0 ~ 
cotC = sin26°21. o = 0. 33. 


由 于 cotC, > 0,C, 在 第 一 或 第 三 象限 ,为 确定 起 始 航向 ,可 用 正弦 公式 
检验 : 


Ee = cosgssinD, — cos23 20. Osin26 21. 0 == 0.95 > 0, 
sinS, sin25. °25 


所 以 C, 在 第 一 象限 , 即 C = 71. 8°. 
os Sai AC30°0'N.70°20 E) #J(30°0. “S,130°20 E) , 驶 大 圆 航 
线 , 求 大 圆 航程 与 大 圆 起 始 航 向 . 
解 D, = X; — = 130°20”. 0 — 70°20”. 0 = 60°0'E, 
cosS = sin30°sin(— 30°) + cos30°cos(— 30°)cos60° =— 0. 25, 
所 以 ， 
S, = 104°. 48 = 6268. 7 n mile; 


= tan(— 30 )cos30 一 cos60 sin30 — _ 0, 866. 
sin60 


由 于 cotC, < 0,C, 在 第 二 或 第 四 象限 ,为 确定 起 始 航向 ,可 用 正弦 公式 
检验 : 


cotC; 


P — CosgssinD, _ cos30°sin60° Wë 7 
sinCi sinS,. sin104°. 48 ECH 


所 以 Ci 在 第 二 象限 , 即 C, = 130° 9. 
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练习 题 4.7 


1. 填空 题 

(1) 已 知 出 发 地 经 度 为 146"16. “0W , 终 到 地 经 度 为 163"42. “0E, 则 两 地 
经 差 为 

(2) 已 知 出 发 地 经 度 为 146"16. '0E, 终 到 地 经 度 为 163"42. ‘0W, 则 两 地 
BEH i 

(3) 已 知 出 发 地 经 度 为 146"16. “0W, 终 到 地 经 度 为 163°42. “0W , 则 两 
地 经 差 为 ” . 

(4) 已 知 出 发 地 经 度 为 163°42. “0W , 终 到 地 经 度 为 146"16. “0W, 则 两 
地 经 差 为 ” . 
(5) 已 知 出 发 地 经 度 为 146°16. '0E, 终 到 地 经 度 为 163"42. “0E, 则 两 地 
经 差 为 . 

(6) 已 知 出 发 地 经 度 为 163°42. “0E, 终 到 地 经 度 为 146"16. “0E, 则 两 地 
经 差 为 . 

(7) 已 知 出 发 地 经 度 为 65°11. “0E, 终 到 地 经 度 为 36"18. “0E, 则 两 地 经 
差 为 . 

(8) 已 知 出 发 地 经 度 为 36°18. “0E, 终 到 地 经 度 为 65"11. “0E, 则 两 地 经 
差 为 . 

2. 某 船 拟 由 A(30°N,20°E) 到 B(60°N,110° E) 驶 大 圆 航线 , 求 大 圆 航 
程 和 大 圆 起 驶 航向 . 

3. 某 船 拟 由 pa = 17°15. “0N ,44 = 108°26. “0E 到 ga = 23°20. ON, Ae 
= 134"47. “0E, 驶 大 圆 航 线 , 求 大 圆 航程 与 大 圆 起 始 航向 . 

4. 从 我 国 台湾 省 的 台北 附近 (25"30. “0N,121°05. "0E) 到 檀香山 
(22°00. "0N,158"00. “0W) 作 大 圆 航行 , 求 大圆 航 程 和 初始 航向 


复习 题 ( 四 ) 


1. 简 答 与 计算 
(1) 作 图 说 明 球 面 上 点 、 线 .图 的 命名 . 
(2) 作 图 说 明 球 面 角 是 如 何 确定 的 . 它 有 几 种 度量 方法 ,分 别 是 什么 ? 
(3) 球面 上 两 点 之 间 的 最 短 距离 是 什么 ? 
(4) 在 球面 上 ,圆心 角 相 等 的 大 圆 弧 与 小 圆 弧 的 关系 是 什么 ? 
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(5) 某 船 沿 赤道 向 西 航行 600 海里 后 向 南 ,东北 各 航行 600 海里 ,最 后 


的 到 达 点 与 起 始点 的 相对 位 置 关 系 怎 么 样 ? 


2. 试 判断 下 列 球面 三 角形 是 否 存 在 : 

(l)a = 120°,b = 62°,c = 58°; (2)a = 113°,b = 124° € = 132°; 
(3)a = 122°,b = 68°,c = 132°; (4)A = 46°, B = 68°,C = 65°; 
(5)A = 80°,B = 130°,C = 131°; C(G6)A = 73°,B = 33°,c = 12°; 

(7)a = 179°.b = 146°,C = 2°. 

3. 选择 题 : 

(1) 某 船 由 (15"57'. 0N,126°50”. 0W) 出 发 ,分 别 向 正 南 、 正 东 、 正 北 、 正 


西 四 个 方向 航行 3600 n mile, 则 终 到 点 位 于 出 发 点 的 ( ). 


式 . 


(A) 正 东 (B) EM (C) 同一 位 置 (D) 无 法 确定 
(2) 在 球面 三 角形 ABC P, EMH b.c KH B, WRA AAH ) 公 


(A) 正弦 (B) 边 的 余弦 (C) 角 的 余弦 (D) 四 联 
(3) 在 球面 直 边 三 角形 ABC 中 ,a = 90" ,下 列 公 式 错 误 的 是 ( ) . 








(AJsinB = nC (By sina = E 
tanc cosB 
(C)cotc = cotbcosA (D) tanC 一 一 cosptanA 


4. 解 算 下 列 球面 三 角形 : 

(l)a = 38°15'”.0, b = 75°10'.0,C = BÉLA. 0, 求 边 c; 

(2)a = 118°317.0,B = 50°20. “0,C = 100"40 .0, 求 角 A; 

(3)a = 50°10”.5, b = 40°00”.2, c = 121°36'. 3,35 f B; 

(4)a = 118550. ‘0,6 = 61°40’. 0,B = 66"06. '6, 求 角 A; 

(5) a = 49°30. '2,A = 66°06. '6,B = 57°17. “3, 求 边 c. 

5. 某 船 计划 从 上 海 (3110 N,122°20 E) 沿 大 圆 弧 航行 至 关岛 


(13°30'N ,144°30 E) , 求 大圆 航 程 和 大 贺 起 驶 航向 . 


6. 在 不 考 典 大 气 折射 的 前 提 下 , 某 人 站 在 高 度 为 h 米 的 物体 上 ,最 远 能 


看 到 的 距离 是 多 少 米 ? 
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第 五 章 《观测 误差 理论 基础 


船舶 驾驶 员 在 航行 或 者 锚 泊 值班 时 的 主要 任务 之 一 ,就 是 运用 各 种 可 
能 手段 及 时 地 测定 船舶 所 在 海区 的 位 置 (简称 船 位 ) ,并 对 其 可 靠 性 进行 科 
学 分 析 ,作出 正确 的 判断 ,以 避免 暗礁 、 沉 船 或 浅滩 等 水 下 障碍 ,从 而 确保 船 
舶 在 计划 航线 上 安全 、 迅 速 地 航行 . 

本 章 对 后 续 专 业 课 程 (航海 学 .航海 天 文 导 航 仪器 等 ) 的 学 习 葛 定 了 误 
差 理论 基础 ， 


51.1 误差 及 其 产生 的 原因 


1. 观测 误差 的 概念 

在 测量 工作 中 ,由 于 受 测量 过 程 中 客观 存在 的 各 种 因素 影响 ,一 切 测量 
结果 都 不 可 避免 地 带 有 误差 . 例如 ,对 一 段 距离 进行 重复 观测 时 ,各 次 观测 
的 结果 总 是 分 布 在 真 值 的 附近 ,不 可 能 完全 相同 . 又 如 ,一 个 平面 三 角形 三 
内 角 之 和 理论 上 应 等 于 180 ,实际 上 ,如 果 对 这 三 个 内 角 进 行 观 测 , 其 三 内 
角 观 测 值 之 和 一 般 不 等 于 180 ,而 存 有 差异 . 这 种 差异 的 产生 ,是 因为 观测 
值 中 含有 观测 误差 . 实践 证 明 ,即使 在 同一 观测 条 件 下 ,对 同一 量 进行 反复 
观测 ,所 得 观测 值 也 不 可 能 完全 相同 ,因此 绝对 准确 的 观测 是 不 存在 的 , 观 
测 误差 是 不 可 避免 的 .于 是 ,研究 观测 误差 的 内 在 规律 ,对 带 有 误差 的 观测 
数据 进行 数学 处 理 并 评定 其 精确 程度 等 ,就 成 为 测量 工作 中 需要 解决 的 重 
要 实际 问题 . 

对 未 知 量 进行 测量 所 获得 的 数值 称 为 观测 值 . 

观测 值 与 未 知 量 真 值 的 差异 称 为 误差 , 即 A = /一 X, 其 中 /为 观测 值 ， 
X 为 真 值 ,A 称 为 误差 ( 真 误差 ). 
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HE A 的 定义 :4A =X 一心 用 以 修正 误差 . 显然 ,误差 与 改正 量 是 绝 
对 值 相 等 ,符号 相反 的 两 个 量 . 

在 航海 上 , 由 于 传统 习惯 ,往往 把 大 多 数 航 海 所 涉及 的 改正 量 称 为 
“ 差 ”, 如 罗 经 差 、 磁 差 、 天 文 钟 差 等 . 

2. 误差 产生 的 原因 

仪器 .外 界 条 件 和 人 这 三 个 因素 是 误差 产生 的 主要 原因 ,主要 有 客观 和 
主观 原因 . 

(1) 客观 原因 

@ 测量 工具 不 够 精密 , 如 观测 仪器 不 精密 或 有 误差 , 作 图 比例 尺寸 大 


© 观测 环境 的 影响 ,如 风力 .水流 、 光 线 ,湿度 .气压 或 温度 的 变化 等 . 

(2) 主观 原因 

D 人 为 的 因素 ,如 感官 上 的 缺陷 、 仪 器 的 安置 .视力 的 下 降 .动态 测量 
记录 信号 时 人 们 的 滞后 倾向 等 ,同时 还 存在 着 照 准 和 读 取 读数 的 偏差 以 及 
计算 中 的 凑 整 误差 ; 

O 测量 方法 不 尽 准确 ,如 测量 距离 不 是 直线 ,测量 水 平 夹 角 时 两 物 标 
不 在 同一 水 平面 上 等 ; 

O 人 为 过 失 , 如 于 作 过 程 的 疲劳 程度 ,不够 敬业 ,对 工作 有 情绪 等 . 

由 于 误差 产生 是 不 可 避免 ,了 解 了 误差 产生 的 原因 ,在 实际 工作 中 ,为 
了 得 到 可 靠 的 结果 ,往往 要 作 多 次 重复 观测 ,进而 最 大 限度 地 消除 误差 , 避 
免 出 现 大 误差 ,以 削弱 误差 对 观测 结果 的 影响 . 


5.1.2 ”观测 误差 的 分 类 


观测 误差 由 于 产生 的 原因 不 同 , 又 分 为 两 类 , 即 系统 误差 和 随机 误差 
(偶然 误差 ). 

1. 系统 误差 

是 一 种 服从 于 某 一 确定 规律 的 误差 . 当 测 者 .观测 对 象 、 观 测 条 件 不 变 
时 ,其 大 小 .符号 都 固定 不 变 ( 称 常量 误差 或 固定 误差 ); 当 条 件 变 化 时 , 则 按 
特定 规律 或 随 某 种 函数 关系 变化 . 

如 罗 经 差 导 致 了 方位 差 和 航向 差 , 或 是 由 于 仪器 的 缺陷 或 安装 不 合理 
而 产生 的 误差 等 等 . 系统 误差 可 以 通过 适当 的 措施 予以 消除 ,或 预先 测定 加 
以 改正 ,以 减 小 到 允许 范围 ,至 少 应 使 其 对 观测 结果 的 影响 远 远 小 于 随机 误 
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差 的 影响 ,但 在 实际 工作 中 ,完全 消除 系统 误差 是 不 可 能 的 ,剩余 小 的 系统 
误差 可 以 把 它 当 作 随 机 误差 来 处 理 . 

2. 随机 误差 (偶然 误差 ) 

在 相同 观测 条 件 下 ,个体 误差 的 符号 和 绝对 值 的 大 小 不 确定 ,不 服从 于 
任何 规律 ,这 类 误差 称 为 随机 误差 或 偶然 误差 . 但 随 着 观测 次 数 的 增多 , 随 
机 误差 服从 于 一 定 的 统计 规律 , 且 观 测 次 数 越 多 ,这 种 规律 性 越 明显 . 

如 船舶 的 摇摆 、 光 线 的 亮度 、 人 的 感官 缺陷 、 观 测 的 水 平和 疲劳 程度 等 ， 
随机 误差 的 大 小 和 符号 不 可 预测 也 不 可 避免 ,因此 不 能 消除 和 改正 ,但 是 可 
以 根据 统计 学 的 规律 并 利用 相应 的 误差 处 理 方法 来 减少 其 对 观测 结果 的 影 
响 . 

”在 观测 中 或 在 处 理 观 测 数据 中 ,除了 产生 系统 误差 和 随机 误差 之 外 ,还 
可 能 由 另 一 种 原因 导致 不 正确 的 结果 , 即 由 于 观测 方法 的 廖 误 或 者 由 于 观 
测 者 的 疏忽 .粗心 太 意 或 其 他 错误 等 过 失 而 产生 的 误差 ,我们 称 这 类 误差 为 
粗 差 或 过 失误 差 . 它 本 质 上 不 属于 误差 范围 , 粗 差 可 以 通过 重复 观测 和 检 核 
得 以 纠正 . 在 航海 实际 工作 中 , 粗 差 比 上 述 两 种 误差 的 危害 性 要 严重 得 多 ， 
不 允许 存在 ,应 剔除 . 


练习 题 5. 1 


1. 误差 产生 的 原因 有 哪些 ? 
2. 误差 分 为 哪 几 类 ? 
3. 如 何 处 理 粗 差 ? 


5.2 随机 误差 的 衡量 尺度 及 其 特性 


5.2.1 随机 误差 的 统计 规律 性 


从 单个 偶然 误差 来 看 ,其 出 现 的 符号 和 大 小 没有 一 定 的 规律 性 ,但 对 大 
量 的 随机 误差 进行 统计 分 析 ,就 能 发 现 规律 性 ,并 且 误 差 个 数 越 多 ,规律 性 
越 明 显 . 
例如 ,在 相同 观测 条 件 下 观测 了 358 个 三 角形 的 全 部 内 角 ,由 于 观测 值 
含有 随机 误差 , 故 平面 三 角形 内 角 之 和 不 一 定 等 于 真 值 180 (n = 358). 
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从 表 中 可 以 看 出 ,该 组 误差 的 分 布 表现 出 如 下 规律 :小 误差 比 大 误差 
出 现 的 频率 高 ,绝对 值 相等 的 正 、 负 误差 出 现 的 个 数 和 频率 相近 ,最 大 误差 
的 绝对 值 不 超过 24. 

大 量 的 观测 结果 表明 ,在 一 定 的 观测 条 件 下 ,随机 误差 具有 下 列 的 特 
性 : 

(1) 随机 误差 的 绝对 值 不 会 超过 一 定 的 限度 (有 界 性 ); 

(2) 绝对 值 小 的 误差 比 绝对 值 大 的 误差 出 现 的 次 数 多 ( 单 峰 性 ); 

(3) 绝对 值 相等 的 正 误差 和 负 误 差 出 现 的 机 会 几乎 相等 (对 称 性 ); 

(4) 当 观 测 次 数 无限 增 加 时 ,随机 误差 的 算术 平均 值 趋 近 于 零 ( 抵 偿 
PE), BB 


lim = 0. 


由 特性 (1) (2) (3) 可 推出 了 特性 (4) ,特性 (4) 具有 实用 意义 . 
用 频率 直方 图 可 以 直观 地 表示 随机 误差 的 分 布 情况 . 用 表 5. 2. 1 的 数 


据 ,以 误差 大 小 为 横 坐 标 ,以 频率 和 与 区 间 dA 的 比值 为 纵 坐标 ,如 图 5. 2. 1 
所 示 . 


A, + A: + + A, 
n 
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p(x 





-2) -15 -9 -311+13 +9 +15 +21 A x 
-24 -18 -12 -6 0 +6 +12 +18 +24 


图 $. 2. 1 RS 2. 2 

可 以 设想 , 当 误 差 个 数 n 一 co, 同时 又 无 限 缩小 误差 区 间 da, 则 图 
5. 2. 1 中 各 和 矩形 项 点 的 折线 就 成 为 一 条 光滑 的 曲线 ,该 曲线 称 为 误差 分 布 
曲线 ,如 图 5. 2. 2 所 示 . 

高 斯 等 人 从 概率 论 和 随机 误差 的 统计 规律 性 推出 , 当 观 测 ( 实 验 ) 次 数 
无 限时 ,随机 误差 服从 标准 正 态 分 布 , 即 误差 分 布 曲线 就 是 标准 正 态 分 布 曲 
线 , 其 函数 为 : 

y a= BEA = cf (5.2.1) 

其 中 ,A 为 随机 误差 ;o 为 标准 差 . 

从 误差 分 布 曲线 分 析 可 知 : 

(1) 曲线 关于 y 轴 对 称 , 说 明 绝 对 值 相等 的 正 误 差 和 负 误 差 出 现 的 机 会 
几乎 相等 . 由 于 对 称 性 , 故 随机 误差 的 算术 平均 值 趋 近 于 零 . 因此 ,多 次 重复 
观测 所 得 的 算术 平均 值 要 比 单一 观测 值 接 近 真 值 , 即 观测 值 的 算术 平均 值 
要 比 单一 观测 值 的 精度 更 高 . 


(2) 在 A 二 0 处 ,曲线 f(A) 有 一 高 峰值 一 --, 随 后 同时 向 两 边 递减 ,点 
Reg 


EE e T) 是 曲线 的 拐点 ,递减 到 接近 横 轴 的 上 方 , 并 以 横 轴 为 渐 近 


no 
线 ,说明 绝 对 值 小 的 误差 出 现 的 次 数 多 且 随 机 误差 的 绝对 值 不 会 超过 一 定 
的 限度 . 由 此 ,虽然 真 值 是 未 知 数 , 但 可 以 大 致 判断 出 真 值 所 在 的 范围 ; 同 
时 ,在 航海 实际 工作 中 ,车 只 进行 一 次 观测 时 ,只 要 观测 是 认真 细致 的 ,仪器 
工作 是 正常 的 ,就 可 认为 该 观测 值 是 可 靠 的 . 
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5.2.2 随机 误差 的 衡量 尺度 


1. 概念 

(1) 精度 : 指 一 组 随机 误差 分 布 的 密集 与 离散 的 程度 

(2) 准确 度 : 指 观测 值 与 真 值 的 符合 程度 ; 

(3) 等 精度 观测 : 指 在 相同 的 条 件 下 进行 的 多 次 重复 观测 ,如 同一 测 
者 ,条 件 不 变 , 同 一 仪器 和 同一 观测 方法 等 . 

误差 和 精度 都 是 用 来 描述 观测 结果 的 可 信赖 程度 . 误差 是 反映 观测 值 
偏离 真 值 的 程度 ,精度 是 反映 观测 值 接 近 真 值 的 程度 ,两 者 在 本 质 上 是 相同 
的 . 误差 越 小 ,精度 越 高 ;误差 越 大 ,精度 越 低 . 

2. 公式 

为 了 衡量 一 组 观测 值 精度 的 高 低 , 需 要 确定 衡量 观测 值 精度 高 低 的 公 
式 , 这 些 公 式 就 是 随机 误差 的 衡量 尺度 . f 

(1) 标准 误差 ( 均 方 误差 )o 

在 一 定 的 观测 条 件 下 ,误差 平方 平均 值 的 开 方 的 极限 , 称 为 标准 误差 ， 
或 称 均 方 误差 ,简称 标准 差 ( 也 可 称 为 单一 观测 精度 ). 

in KWAK hotel, REK X ARZA 二 4; 一 X(i 二 1,2,…， 
n) , 则 标准 差 为 





o =+ lim 
其 中 ,[ ] 为 高 斯 求 和 符号 , 即 [A*] = Za 
在 实际 工作 中 ， 观测 的 次 数 不 可 能 是 无 穷 多 ， 因此 ,通常 定义 标准 差 为 


LAT (5.2.2) 


n 


它 能 如 实 反映 误差 的 存在 , 较 大 的 误差 可 以 明显 反映 出 来 , 且 数 值 较 稳 
定 . 标准 误差 是 较 理想 的 误差 衡量 尺度 . 
(2) 平均 误差 0 
在 一 定 的 观测 条 件 下 ,误差 绝对 值 的 平均 值 , 称 为 平均 误差 , 即 
a= [Al (5.2.3) 


n 


(3) 中 央 误差 (或 然 误差 )p 
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概率 等 于 50% 的 误差 界限 的 误差 , 称 为 中 央 误 差 ( 或 然 误差 ). 中 央 误 
差 p 是 这 样 确定 的 :将 一 列 观测 误差 按 绝对 值 的 大 小 排列 , 当 误 差 的 个 数 为 
奇数 时 , 取 位 于 中 间 的 误差 值 作为 p; 当 误 差 的 个 数 为 偶数 时 , 则 取 位 于 中 


间 的 两 个 误差 的 平均 值 作 为 o. 
设 n 次 观测 值 为 / sl2 °° ls ; 真 值 为 X, 真 误差 A， = I — X( = (ETA 
),⁄% á, = JA lAa Sjn HRS < ë, < -:- =ç ë, , Wë 
Co n 为 奇数 
= 48 十 6yHl I (5.2.4) 
ú (ra 为 偶数 
标准 差 相 对 于 其 他 衡量 尺度 有 如 下 优点 : 


(1) 它 永远 不 会 等 于 零 , 如 实 反 映 出 绝对 精确 的 观测 是 不 存在 的 ; 

(2) 它 与 取 正 负 无 关 , 表 明 误 差 与 其 本 身 符号 无 关 , 因 为 反映 观测 质量 
主要 是 看 误差 绝对 值 的 大 小 ; 

(3) 较 大 误差 平方 后 ,其 影响 更 突出 ,说 明 较 大 误差 的 存在 是 观测 精确 
与 否 的 关键 ; 

(4) 数值 比较 稳定 ,特别 是 观测 次 数 较 多 时 ,多 一 次 少 一 次 结果 变化 不 
K. 

在 航海 上 工作 中 ,一般 以 标准 差 作 为 观测 精度 的 评价 标准 . 

3. 标准 误差 与 平均 误差 .中 央 误 差 的 关系 

(1) 平均 误差 与 标准 误差 的 关系 


0 = |Z a ~ 0.79795 = Zone = |Z 0 ~ 1. 25330 = 0. 
(2) 中 央 误 差 与 标准 误差 的 关系 
p~ 0. 67450 = Zare ~ 1. 4826p = Zp. 


5.2.3 随机 误差 的 概率 


在 5.2.1 里 ,已 知 随机 误差 的 概率 服从 正 态 分 布 , 为 此 ,可 以 通过 公式 
计算 出 随机 误差 落 在 不 同 区 间 里 的 概率 . 公式 是 


2 


1 Å. -d 
P(—a<4A<a)= f e > dA. (5.2.5) 
V 2mwoa 一 


下 表 列 出 几 个 有 代表 性 的 随机 误差 与 概率 的 关系 . 
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Ss 33 


误差 落 人 区间 误差 落 在 该 区 间 的 概率 


p = 0. 67450 


0 = 0. 79796 





标准 差 a 不 表 个 别 误差 的 大 小 , 它 的 数值 表示 误差 分 布 的 离散 程度 . 从 
上 表 可 以 看 出 ,标准 差 o 越 小 ,表示 该 观测 组 中 绝对 值 较 小 的 误差 多 ,说 明 
该 组 观测 值 的 精度 高 . 由 于 随机 误差 落 人 三 倍 标准 差 (一 3c,3c) 内 的 概率 
为 99. 7%% ,表示 在 1000 个 误差 中 ,只 有 不 超过 3 个 的 误差 落 在 三 倍 o(30) 
外 ,这 是 小 概率 事件 ,在 一 组 只 有 几 次 的 观测 里 几乎 不 可 能 出 现 . 因此 ,通常 
以 三 倍 标 准 差 3c 作为 随机 误差 的 极限 ,并 称 为 极限 误差 , 记 为 Ag , Bl] An = 
30. 而 绝对 值 大 于 3c 的 误差 均 被 视 为 粗 差 , 在 精度 要 求 较 高 时 ,也 可 将 2c 作 
为 极限 误差 ,其 概率 为 95. 4%. 

航海 上 以 2o 作 为 极限 误差 Ag ,将 数值 超过 2c 的 误差 作为 粗 差 ,不 容许 
有 超过 2c 的 误差 . 

例 1 有 两 组 观测 值 的 随机 误差 如 下 : 

(1) 十 3, 一 4, 一 3, 十 4, 一 5, 一 2, 十 3, 十 3, 一 4, 十 5; 

(2) 一 1,0, 十 12,0, 一 1, 一 10, 十 1,0, 十 1, 一 10. 


解 0 Ae 


_ 1 十 0 十 12 十 0 十 1 十 10 十 1 十 0 十 1 十 10 ` 
0, = —— ` "3. äs, 


显然 ,第 二 组 的 观测 精度 较 差 ,因为 其 中 有 的 误差 很 大 . 可 是 两 组 观测 
值 的 平均 误差 9 却 相 同 ,因而 用 平均 误差 9 就 不 能 很 好 地 表达 出 两 组 观测 值 
的 精度 . 

但 是 ,车 采用 标准 差 o 来 衡量 两 组 的 观测 精度 ,就 能 够 区 别 出 该 两 组 观 
测 值 的 精度 好 坏 . 


ey 3 十 在 十 3 十 对 十 5 十 2 十 3 十 3 十 和 十 5 
ol =+ me a O E a 


109 


航海 数学 


一 士 V13. 8 =+ 33.7; 


P: + 02 + 122 +O + 2 + 10 + P +O + Ë + 102 
02 = sa 10 


=+ V34.8 =+ 5. 9. 
本 例 说 明 ,标准 差 愈 小 , 即 表 示 在 该 观测 值 中 绝对 值 较 小 的 误差 愈 多 ; 
在 测量 次 数 有 限 的 条 件 下 ,标准 差 能 够 较 好 地 反映 出 大 误差 的 影响 ,而 大 误 
差 对 观测 结果 的 可 靠 程度 是 最 不 利 的 ,所 以 采用 标准 差 作 为 衡量 精度 的 指 
标 是 比较 合理 的 . 
注 :在 为 有 限 次 的 情况 下 , 求 得 的 o, 与 当 n 一 co 时 求 得 的 c 有 差异 ; 
n 愈 大 , 则 这 一 差异 愈 小 . 


练习 题 5.2 


1. 可 以 用 来 作为 随机 误差 的 衡量 尺度 的 有 哪些 ?随机 误差 的 特性 有 哪 
些 ? 均 方 误差 的 优点 有 了 哪些? 

2. 设 对 某 角 度 观 测 10 次 , 求 得 真 误 差分 别 是 : 

0.1,—0.3,0.5,—0.2,—0.4,—0.6,—0.5,0.3,—0.2,0.7, 

(1) 求 该 观测 组 的 标准 差 ; 

(2) 用 前 七 次 观测 值 计 算 观 测 组 的 标准 差 ; 

(3) 比较 所 求 的 两 个 标准 误差 ,可 以 说 明 什 么 ? 

(4) 求 该 观测 组 的 平均 误差 ; 

(5) 求 该 观测 组 的 中 央 误 差 . 

3. 对 某 一 基线 进行 丈量 ,结果 是 ;75. 41、75. 34、75. 27.75. 28、75. 23、 
75. 39、75. 46,75. 25, 设 真 值 为 75. 30, 求 : 

(1) 标准 差 ;(2) 平均 误差 ;(3) 中 央 误 差 . 

4. 对 某 一 物 标 观测 100 次 ,其 标准 差 都 是 + 3 cm, 

(1) 误差 在 一 3 — 6 cm 之 间 的 估计 有 多 少 次 ; 

(2) 误差 在 一 9 ~ 3 cm 之 间 的 估计 有 和 多少 次 ; 

(3) 误差 绝对 值 小 于 3 cm 之 间 的 估计 有 多 少 次 ; 

(4) 误差 绝对 值 小 于 6 cm 之 间 的 估计 有 多 少 次 . 
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53 函数 的 标准 误差 


在 实际 问题 中 ,未 知 量 的 值 经 常 是 由 观测 值 间 接 计算 出 来 的 , 即 未 知 量 
是 观测 值 的 某 种 函数 . 例如 :如 图 5. 3. 1， 
z 一 工 十 y, 就 是 利用 观测 值 x 和 >y 的 标准 
差 直接 得 出 未 知 量 z 的 标准 差 . x N 


5.3.1 ”和 数 与 差 数 Ee 


设 未 知 量 为 观测 值 zx 与 > 的 和 ( 差 ) 数 , 即 = ry. 
É z = r+ y,r 和 y REZI, Mo. Wz 的 标准 差 为 
a suckt: (5.3.1) 
证 明 将 z+、y、z 视 为 真 值 , 令 +、y 和 z 的 真 误差 分 别 为 Ar、Ay A Az, 
WA Az = l — z Ay = 1, — y, Az = 上 4 一 xz 由 于 观测 值 之 间 有 关系 :/: = 
l, +l, I z+ Az = (z+ Az)+ (y + Ay), Bi Az = Ar+ Ay. 
设 对 工 进行 上 次 测量 ,得 到 上 个 观测 值 的 真 误差 ;同样 对 y 进行 n 次 测 
量 , 得 到 个 观测 值 的 真 误差 , 则 对 任 一 个 Ax; 和 Ay, 的 和 ( 差 ) 可 以 组 成 
ken tl FX: 
Azu = Az £ Ayi Âz = AT, £ Ays "t Az, = Ar + Ay, > 
Aza = Ax; + Ayi Azz = AT: 士 Ay，…Azz = Ais + Ay, 











Azn = AT, + Ayi Aziz = AT, + Ay," Az; = Ax, + Ay,. 
以 上 k + n 个 式 子 等 号 两 边 平方 , 求 总 和 ,得 


as: SEET e 
上 式 两 边 除 以 k。 zx, 得 
1 k D ; 1 k 1 £ D 1 "n 
Es AT XV Az; = d =Ë CN 
推出 : 


D 
WR Par Ay; + os. 
= 








A: 





由 标准 误差 的 公式 o = 


at = ot + 2 
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等 式 右 边 中 间 项 是 误差 的 算术 平均 值 , 由 随机 误差 特性 知道 , 当 上 和 
很 大 时 ,第 二 项 趋 近 于 0, 所 以 有 :co = o 十 cy 
推论 1 Oz r+ y+ur--:- tt W 


at = s: +o, t+ + o?. (5.3.2) 

即 : 自 变量 代数 和 的 标准 差 的 平方 等 于 自 变 量 标准 差 平 方 的 和 . 
推论 2 ”在 ”次 等 精度 观测 中 , 即 a, = a, = a, 一 … 一 co 一 a* 则 有 
o, = no, (5.3.3) 


由 公式 (5. 3. 2) 可 推 得 . 
可 见 , 若 加 减 项 越 少 , 则 其 代数 和 的 误差 也 就 越 小 . 因此 , 若 观测 一 个 物 
标 必 须 分 开 测量 时 ,把 它 分 三 份 不 如 分 成 2 份 精确 . 


5.3.2 倍数 
i z = kr, 则 有 
d: = ko,. (5.3.4) 
RA 将 z 和 z 视 为 真 值 , 令 zx 和 z 的 真 误差 分 别 为 Ar #ll Az, |F] EE nf 
得 Az 一 kAx. 


设 对 工 进行 n 次 测量 ,得 到 个 观测 值 的 真 误差 , 则 有 
Ax, = kAXxi Az: = kArxr,,*** Az, = kAr,, 
将 各 式 平方 后 相 加 ,再 除 以 ”得 
Azi + Az + + Am _ k Ari +k’ Ari +i tk Ar, ， 


n n 
2 
Bp, 人 es] =+k, fez] ,所 以 o, = ko,. 


即 : 数 乘 自 变量 的 标准 差 等 于 数 与 自 变 量 的 标准 差 的 乘积 . 

例 1 设 (1)z 一 2r'or 一 士 0.3;(2)z = xz, E1250: = 0r, 二 0,. 

求 两 种 情况 下 z 的 标准 差 . 

解 (ie, = 2o, =+ 0.6; 

(2) 由 公式 (5. 3. 3) ,得 o. =+ 0. 3 XV2 ~ 士 0.42( 和 数 的 精度 比 倍数 
高 ). 

例 2 在 1:1000 地 形 图 上 , 测 得 两 点 间 长 度 /== (168.5 土 0.2)mm, 计 
算出 该 两 点 实地 距离 S 及 其 标准 误差 os. 

解 ”由 题 意 得 ,S = 1000/ =< 168.5 m, 利 用 公式 (5. 3. 4) ,有 
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os = 10000, = 1000 X (+ 0. 2) mm =+ 200 mm =+ 0. 2 m, 


所 以 S = 168. 5m + 0. 2m. 
5.3.3 线性 函数 
É z = kz, Hkr: 十 … 十 kT,， 则 有 
o = He, + kios, Locke, (5.3.5) 


即 : 数 乘 自 变 量 的 代数 和 的 标准 差 平方 等 于 数 与 自 变 量 的 标准 差 的 乘 
积 的 平方 和 . 可 见 , 和 ( 差 ) 数 是 线性 函数 的 特殊 情形 . 


例 3 设 有 某 线性 函数 z= fr +a +n ,其 中 192 ， 工 3 分 别 为 


独立 观测 值 ,它们 的 标准 差分 别 为 c，= 士 3 mm,o,, =+ 2 mm, =+ 6 
mm, z 的 标准 误差 . 
解 ”由 公式 (5. 3.5) 得 


4 e 9 P: 1 Si 4 2 9 1: 

= = (2) n EEP n F GO d =G x 9+ DP X4+ G > 36 
æ 2. 57, 

所 以 o, == 1. 6mm. 

5.3.4 — ýt Pi Ez 


GZ z — flt sartan) HEP z ,x2，…,X, 为 独立 自 变量 ,它们 的 
标准 差分 别 是 a, geg . 当 Xi ,Ti，…,X,。 有 真 误差 AT, ,Axz,*…… AT, 
时 ,函数 z 产生 真 误差 Az. 由 导数 的 定义 和 级 数 的 知识 ,可 得 f 

Az = f(x, + Azt sx EAT, z, + Ar.) — f(mi zr °°  Zz,) 


= 2f ar + f an + EA, 
EE? Are GË Zeg 
Ke, Zut RRA z = Jr(Czi,xzz,…zv) 对 第 上 个 独立 自 变 
E: +>, 的 偏 导数 的 值 , 它 是 常数 . 从 公式 (5. 3. 5) 可 得 : 
dÉ a t ELE ++ E — G.3.6) 
x 1 Ix 2 dr, bw 


即 :一 般 函 数 标准 差 的 平方 等 于 该 函数 对 每 个 自 变 量 的 偏 导数 值 与 其 
对 应 自 变量 标准 差 之 积 的 平方 和 . 
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练习 题 5. 3 


1. 天 文 船 位 线 截 距 Dh = 3h, — 2h. i h, 是 通过 5 次 观测 而 得 的 天 体 
高 度 ,其 标准 误差 为 士 0. 5,h, 通过 计算 而 得 ,其 标准 误差 为 土 0. 3, 求 截 距 
的 标准 误差 . 

2. 如 图 5.3.2 Pre, Z BAC 由 两 个 方位 
(由 真 北 顺 时 针 量 到 物 标 方向 ) 之 差 求 得 , 设 B 
ft C 的 方位 是 在 等 精度 条 件 下 测 得 ,其 标准 误 
差 o = 土 3.0, 试 求 人 BAC 的 标准 误差 . 

3. 已 知 用 肉眼 对 侧 角 的 分 辨 率 为 a, 正常 
人 单一 侧 角 标准 差 为 o =+ 0.8. 为 提高 侧 角 S 
分 辨 率 ,在 六 分 仪 上 都 配 有 望远镜 ,用 望远镜 的 图 5.3.2 
侧 角 分 辩 率 y = 名 (k 为 望远镜 放大 倍数 ). 已 知 望远镜 的 放大 率 为 上 一 5 
倍 , 求 望远镜 的 单一 侧 角 标准 误差 . 

4. 设 有 某 线性 函数 = 一 q Tri U ri za sa 分 别 为 独立 
观测 值 .它们 的 标准 差分 别 为 o, =+2 mm, e, 三 土 ] mme, 一 士 3 mm, ZE 
z 的 标准 误差 . 


5. 设 有 函数 z = Ta, += -dan HE Ti T29 T3 分 别 为 独立 观测 





值 ,它们 的 标准 差分 别 为 a =+ 2 mme, =+ 1 mme, 一 士 3 mm, 求 = 的 
标准 误差 . 


54 最 或 是 值 及 其 残 差 


5.4.1 最 或 是 值 


在 一 般 的 观测 中 , 真 值 是 未 知 的 . 所 以 ,观测 时 总 是 对 同一 量 进行 反复 多 
次 观测 ,以 求 得 最 可 靠 结 果 , 即 最 或 是 值 . 那么 ,最 或 是 值 应 该 取 什么 结果 呢 ? 
HAHAH X MWWK ,ls，… ,1,, 真 误差 为 
A =L —X,A =L —X,* A, ze — X, 
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将 真 误差 相 加 ,得 到 : 
[Aj= [J—nX, 


当 观测 次 数 n 一 oo 时 ,lim LA = 0, 所 以 一 X 一 0, 即 江 一 X 


可 见 , 当 观测 次 数 n 一 co 时 ,算术 平均 值 + 就 是 真 值 . 但 在 实际 工作 中 ， 
观测 无 穷 多 次 是 不 可 能 的 ,因此 真 值 不 可 能 获得 ,但 是 经 过 有 限 次 观测 得 到 
的 算术 平均 值 工 与 真 值 只 差 一 个 小 量 ,此 时 随机 误差 的 影响 已 经 被 削弱 了 ， 
它 很 接近 于 真 值 , 是 该 量 的 最 可 靠 值 . 因此 ,算术 平均 值 就 是 观测 的 最 或 是 
值 . 计算 公式 为 : 

== u (5.4.1) 


最 或 是 值 工 的 真 误差 为 Az 一 上. 
5.4.2 最 或 是 值 的 精度 


设 最 或 是 值 的 标准 差 为 C- ,在 等 精度 观测 中 :cv Kaes Oi, as GE Oi, = gs, 
m z = haki T P 是 线性 函数 ,由 公式 (5. 3. 5) 8, 


所 以 ,最 或 是 值 的 标准 差 为 


o E (5. 4. 2) 





因为 。 一 士 \/ ,所 以 最 或 是 值 的 标准 差 (或 称 为 最 或 是 值 精度 ) 也 
可 以 是 
+ [21 (5.4.3) 
E 倍 , 也 就 是 说 ,最 或 是 值 
H 


的 精度 是 单一 观测 精度 的 Vn 倍 , 这 里 ”为 观测 次 数 . 
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5.4.3 残 差 及 其 特性 


1. 定义 
我 们 把 每 一 观测 值 与 算术 平均 值 之 差 , 称 为 残 差 , 记 作 vw, 即 v = l-r. 
设 一 组 的 观测 值 为 ,i ,… ,4 ,算术 平均 值 为 工 , 则 残 差 为 ; 
v = l —x(i = 1,2,- n). 
2. 特性 
(1) 任何 一 列 等 精度 观测 值 , 其 残 差 之 和 为 0, 即 [v]= 0. 


因为 uy = Li 一 工 (i 一 1,2,… n), ER. zr = LLl,gr re ]= Lh J— nr = 0. 


(2) 任何 一 列 等 精度 观测 值 , 其 残 差 的 平方 和 最 小 . 

设 一 组 的 观测 值 为 0 ,i ,… ,i, ,算术 平均 值 为 ,ec HIET 的 任 一 个 数 ， 
令 & 一 /一 c, 则 有 六 一 /一 ui 一 4 一 ci 一 1,2,…,2), 将 两 式 相 减 , 令 
< 一 工 一 c, 得 

ui 二 vi 二 XT 一 Cc 二 vute, 
将 上 式 平方 后 相 加 ,得 
[u] = [v] + 2e[%] + æ’ = [2 ] + ne? > Lv]. 
由 于 c 为 任 一 个 数 , 所 以 [去 ] 为 最 小 值 . 
残 差 的 以 上 两 个 特性 ,也 是 任何 数 与 它们 的 算术 平均 值 之 差 的 数字 特征 . 


练习 题 5. 4 


1. 最 或 是 值 的 精度 与 单一 观测 精度 有 什么 关系 ? 

2. 什么 是 残 差 ? 残 差 具有 什么 特性 ? 

3. 随机 误差 能 被 消除 吗 ? 

4. 设 观 测 某 物 标 的 精度 为 o =+ 1'. 8 ,在 等 精度 状态 下 ,要 使 观测 结果 
的 精度 达到 + 0”. 6 ,试问 至 少 要 观测 几 次 进行 平均 ? 

5. 一 次 观测 太阳 高 度 的 标准 差 为 土 0. 2, 为 了 提高 精度 连续 观测 4 次 ， 
求 观测 太阳 高 度 平均 值 的 标准 差 . 

6. 测量 一 塔 的 高 度 为 :( 单 位 是 m)45. 6,45. 8,46. 3,46. 2,45. 7,46. 6， 
求 该 塔 的 最 或 是 值 . 

7. 测量 一 物体 的 高 度 为 : (单位 是 m)15. 3,15.8,16.0,15.5,16, 3,15. 6. 
设 此 物体 高 度 的 真 值 是 15. 7, 求 该 物体 的 单一 观测 精度 和 最 或 是 值 精度 . 
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55 ”观测 平 差 


对 观测 数据 进行 处 理 称 为 平 差 , 也 就 是 将 一 系列 带 有 随机 误差 的 观测 
值 ,通过 合理 的 数学 方法 ,计算 出 : 

(1) 观测 值 的 最 或 是 值 >; 

(2) 单一 观测 的 标准 差 或 单一 观测 精度 c,( 非 等 精度 观测 ) 单位 权 的 标 
准 差 ; 

(3) 最 或 是 值 的 标准 差 或 最 或 是 值 的 精度 o. 

平 差分 为 直接 观测 平 差 .间接 观测 平 差 和 条 件 观测 平 差 . 本 节 只 介绍 直 
接 观 测 平 差 . 


5.5.1 等 精度 直接 观测 平 差 


1. 标准 差 的 实际 求法 

在 航海 实际 工作 中 ,对 某 一 物 标 进行 观测 ,通常 是 不 知道 真 值 . 因此 , 真 
误差 A 也 是 未 知 的 ,前 面 所 述 的 利用 真 误差 A 求 标准 差 s 和 最 或 是 值 的 标准 
差 oj 的 公式 仅 限于 理论 上 的 探讨 ,在 实际 工作 中 是 不 能 用 的 . 为 了 计算 观 
测 值 的 精度 ,就 只 能 依靠 残 差 求 出 标准 差 vc 和 最 或 是 值 的 标准 差 cz. 


设 某 一 物 标 真 值 为 X, 对 其 进行 n 次 观测 ,观测 值 为 ,ls,…,L, ,算术 
平均 值 为 工 , 则 各 观测 值 的 真 误 差 为 : 
A = L —X(k= 1,2,.…,n), 
各 观测 值 的 残 差 为 : 


v = l — Ilk = 1,2,.%,n), 

将 上 面 两 式 相 减 , 得 
A, =u Fr—X = xu + A(k= 1,2,…,n)， 
其 中 A; 是 最 或 是 值 的 真 误 差 . 

对 上 式 两 边 平方 后 求 和 ,得 

[A:] = [v] + 2[%JA; + nAš 

= [v] + nA: ([o] = 0), 
两 边 同 时 除 以 n ,得 
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o). [v1 a 


n n 








而 
Ai = (L4 ly = (A. + À; 十 … 十 A,)? 
H n n? 


— A! + A; + -— tA + OAA 十 … 十 2AiA, + 2A:A Leet 2AA) 


n 


= [U +5 2 5 Ka 


Zi j=] 


Bee SAA 0. 
=l j= 1 





因此 人 E 2 9 








n 
由 标准 差 的 定义 ,得 


d = 


所 以 ,单一 TN 观测 精度 的 公式 为 


=+ |+ 2. (5.5.1) 


W [J Die, 








H T o; = 后 ' 所 以 ,最 或 是 值 标准 差 或 最 或 是 值 精度 的 公式 为 
n 


WW vil 
o; -+ 上 /二 e, (5.5.2) 


2. 等 精度 直接 观测 平 差 计 算 步 又 

(1) 根据 已 知 的 观测 数据 ,计算 出 最 或 是 值 (算术 平均 值 )z. 

(2) 计算 观测 值 的 残 差 w REM \ 残 差 的 平方 u: 以 及 残 差 的 平方 
和 [到 ], 列 出 表格 . 


(3) 求 出 单一 观测 标准 差 或 单一 观测 精度 :o =, |. 


(4) 检验 粗 差 , 若 没有 粗 差 , 则 进行 下 一 步 ; 否 则 将 大 于 Ze 的 残 差 子 以 
噜 除 , 用 剩 下 的 观测 值 重复 上 述 的 步骤 . 


(5) 求 出 最 或 是 值 标准 差 或 最 或 是 值 精度 :o, = £ =+ 5: 
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(6) 最 后 列 出 观测 结果 : 工 十 6 

例 1 测量 一 物体 的 高 度 为 : (单位 是 m)75. 44.75. 39,75. 24,75. 37， 
求 该 物体 的 最 或 是 值 及 其 精度 . 

解 75. 44 + 75. 39 +- 75. 24 + 75. 37 





= 75.36. 


列表 : 





== a, = 75. 36 + 0. 043. 
例 2 测量 一 河 的 宽度 为 : (单位 是 m)50. 37,50. 29,50. 33,50. 31， 
50. 25,50. 30,51. 33 , 求 该 河 宽度 的 最 或 是 值 及 其 精度 . 


37 十 29 十 33 十 31 十 25 十 30 十 133 _ 


700 50. 45, 


解 “x= 50 十 


[Cv ] = 0. 0081 
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=+, Wee =+ 0. 3879. 


2c =+ 0. 7758,4 WH% ,把 数据 51.33 剔除 ,重复 上 述 的 步骤 ,得 


37 十 29 十 33 十 31 十 25 十 30 


r= 50 十 = 50.31, 


Ze = 二 士 0.08, 无 粗 差 , 所 以 


a, =+ , [%21 =+ 0. 0164,7 +ø, = 50. 31 + 0. 0164. 


5.5.2 非 等 精度 直接 观测 平 差 


前 面 我 们 所 介绍 的 内 容 , 如 标准 差 . 平 均 误差 .最 或 是 值 的 公式 等 ,都 是 
在 等 精度 观测 的 范围 . 但 在 航海 实际 工作 过 程 , 有 时 会 遇 到 非 等 精度 观测 的 
情况 ,如 由 不 同 的 人 进行 观测 ,使 用 不 同 的 仪器 或 是 用 不 同 的 方法 等 ,这 样 
得 到 的 结果 就 是 非 等 精度 观测 . 

1. 权 的 概念 

在 对 某 一 未 知 量 进行 非 等 精度 观测 时 ,各 观测 结果 的 精度 也 各 不 相同 ， 
显然 各 观测 值 便 具有 不 同 程度 的 可 靠 性 . 在 对 未 知 量 的 最 可 靠 估 值 时 ,就 不 
能 像 等 精度 观测 那样 简单 地 取 算 术 平 均值 ,因为 较 可 靠 的 观测 值 , 应 对 最 后 
结果 产生 较 大 的 影响 . 

非 等 精度 观测 值 的 精度 可 用 称 为 观测 值 “ 权 ”的 数值 p 来 表示 ,和 且 恒 取 
正 值 “ 权 ” 是 表示 某 一 观测 结果 的 质量 , 即 观 测 值 的 精度 愈 高 ,其 权 愈 大 ; 





反之 ,其 权 愈 小 . 
例如 ,对 某 一 未 知 量 进行 了 两 组 非 等 精度 观测 ,但 每 组 内 各 观测 值 是 等 
精度 的 . 设 第 一 组 观测 了 4 次 .观测 值 为 :0 ,4 ,4; ,i ;第 二 组 观测 了 3 次 , 观 
测 值 为 :六 ,0 ols . 且 它 们 的 单一 观测 精度 均 为 c. 这 些 观 测 值 的 可 靠 程度 都 
相同 ,每 组 分 别 取 算术 平均 值 作为 最 后 观测 结果 , 即 
z BERERER. = “=, 
4 ZER 
~-  Drkfsckfh _ o 
Te = Ae ENER "OF, = /3 
显然 ,第 一 组 的 精度 比 第 二 组 的 精度 好 ,在 最 或 是 值 中 所 占 的 比例 就 
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高 . 如 果 单 纯 地 取 z 与 x; 的 算术 平均 值 作为 观测 结果 的 最 或 是 值 是 不 合理 
的 .车 将 两 组 合 为 一 组 , 则 最 或 是 值 应 为 : 
Lth +h +u +H l+ _ 4T 十 3X 





x= 7 E 
若 设 第 一 组 的 权 为 p ,第 二 组 的 权 为 p , 则 它们 之 间 的 关系 是 : 
Di : P: = 4 : 3; 
一 一 pixi + b; X> 
且 有 b Tb ` 


2. 权 与 标准 误差 的 关系 

一 定 的 标准 误差 对 应 着 一 个 确定 的 误差 分 布 , 即 对 应 着 一 定 的 观测 条 
件 . 观测 值 的 标准 误差 愈 小 ,其 值 愈 可 靠 , 权 就 愈 大 . 因此 ,也 可 根据 标准 误 
差 来 定义 观测 值 的 权 . 

设 m 个 非 等 精度 观测 值 的 标准 误差 分 别 为 oa, ,0;，,…,o,, 则 权 可 以 用 下 
式 来 定义 : 


TE pues a 1, TE 
gi 0? Om 


其 中 ,4 为 任意 正常 数 . 由 上 式 可 知 , 权 与 标准 误差 的 平方 成 反比 . 

注 :(1) 可 以 任意 选择 4 值 ,使 得 权 变 为 易于 计算 的 数值 ;每 选 定 一 个 4， 
就 得 到 一 组 权 ; 但 在 同一 个 问题 中 ,4 是 唯一 的 . 

(2) 权 只 有 相对 的 意义 ,起 作用 的 不 是 其 具体 数值 ,而 在 于 其 比值 ,其 
比值 不 变 . 

在 前 面 的 例子 ,4 ,ls ,l,l W L ola ,3 是 等 精度 观测 ,观测 值 的 标准 误 
差分 别 为 : 


BE EE 

x 2 "x, V3 

在 公式 (5. 5. 3) 中 分 别 代 入 o, A os ,得 : 
A ZA A 3À 
PT EE 


式 中 为 任意 常数 . 设 4 ai, 则 它们 的 权 为 :; 思 = 4p = 3. 
车 设 = É, 则 它们 的 权 为 :一 1, 户 = +. 
实际 上 , 权 与 标准 误差 有 关 , 同 时 与 观测 次 数 有 关 , 其 关系 为 : 


nı nzə n,, 
ECH — m DR Be. 5.5.4) 
Pi è P: š " P= o’ o i Om i 
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其 中 ,n; 为 各 观测 组 的 观测 次 数 ;o; 为 各 观测 组 的 标准 差 (i = 1,2,*…,m). 
例 3 对 某 一 未 知 量 进行 了 三 组 非 等 精度 观测 ,其 标准 差分 别 为 o, 
=+ 3. 0,0 一 土 5 .0,os 二 十 2.0, 求 它们 的 权 . 
解 ”由 公式 (5. 5.3) 得 ， 


SN 3 = = 1 ER 
@ A = 1, p, = 9 P: = 25°P: = +: 
DA 对 某 一 物 标 进 行 了 nn 次 观测 , 求 算术 平均 值 的 权 . 


解 ” 设 单一 观测 的 标准 误差 为 oc, 算术 平均 值 的 标准 误差 为 o; = 二 


由 权 的 定义 并 设 1 = 到 , 则 单一 观测 的 权 为 ; 
p=2 =), 
G 


oz o 

由 此 可 知 ,车 取 单 一 观测 的 权 为 1, 则 n 4° XR WJ 65 AER E 3J (Ë BJ 82 > 
n, 即 算术 平均 值 的 权 是 单一 观测 的 权 的 n E. 在 非 等 精度 观测 中 引入 
“ 权 ” 的 概念 ,可 以 建立 各 观测 值 之 间 的 精度 比值 ,以 便 更 合理 地 处 理 观 
测 数据 . 

3. 单位 权 

等 于 1 的 权 称 为 单位 权 , 使 权 等 于 1 的 标准 误差 称 单位 权 标准 误差 ,一 
般 用 m 表示 . 

设 某 单一 观测 的 标准 误差 为 oo, 其 权 为 po ,车 设 X = oa WA : 


b = 2. = 1. 


oi 


对 于 其 他 标准 误差 为 o, 的 观测 值 , 其 权 D. 


2 
D. = li = 1,2,. ,mm), (5.5.5) 
Gi 
EHS AE AE ET Bu mm en rt een Ar 
G, g? Om 


相应 的 有 标准 误差 的 另 一 表达 式 : 


Oo 


一 (1 = UEL m). CG. bi 
P. 





g; = 
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当 每 一 组 的 观测 次 数 nn 一样 时 ,有 














EE WE Se 
D P: Pm Ki Ji [v] [zz ]。 (5; 5. 7) 
EE 二 :二 过 SE 
W pi + pe Pu ol On 
"EE E 
w fi wW |2 
(+ =) (+ Se 
2 
UU jm 
(+ sed 
1 1 1 


"Fei Di tl 
例 5 对 某 一 未 知 量 进行 了 三 组 非 等 精度 观测 ,其 标准 差分 别 为 o 
=+ 2’. 0,0 =+ 3'.0,Ía, =+ 5”. 0, Z 11893. 
解 ” 设 第 一 组 的 权 为 p, 一 1, 则 m = o 一 土 2 .0 为 单位 权 标准 差 ,由 
公式 (5. 5.5) 得 


Be DEE EE 
P: = z = 9 ' b: = > = 25 
y Se 2 DEE $ 
所 以 ,p， 1,p: 9 加 25° 


若 设 第 三 组 的 权 为 户 二 1, 则 oo = a, 一 士 5 .0 为 单位 权 标准 差 ,由 公式 
(5. 5. 5) 得 


FELA + p, = B p = di? = 1]. 


4. 非 等 精度 直接 观测 平 差 
设 对 同一 未 知 量 进行 了 m 组 非 等 精度 观测 ,观测 值 为 11... L, o A 
应 的 权 为 pi ;ps，… ;pms: 则 加 权 算 术 平 均值 工 为 非 等 精度 观测 值 的 最 或 是 
值 (最 可 靠 值 ) ,其 计算 公式 可 写 为 : 
== A, = bh + pela TU T Pulm, (5.5.8) 
D 


bi + b+: 十 … + d P 
校 核 计算 式 为 : 
[pe ]= pivi + prve Her prvn = 0, 
123 


航海 数学 


RP v = LTU = 1,2,…,m) 为 残 差 . 

注 :理论 上 ,[ 加 ]= 0; 但 在 实际 计算 过 程 , 可 能 Lp] 天 0, 是 由 于 并 的 
取 整 所 致 ,否则 ,就 是 计算 错误 . 

根据 误差 传播 定理 ,可 得 最 或 是 值 x 的 标准 误差 : 


= _ Lpo j _ = 
o Cars DL] + 






bivi + pzvi 十 … + PmUm 
(m —1)()p, + p: +*+ pn)” 


(5.5.9) 
单位 权 标 准 误差 为 : 

非 等 精度 直接 观测 平 差 的 计算 步 又 : 

(1) 求 出 各 组 算术 平均 值 的 权 e, 

(2) 求 出 观测 的 最 或 是 值 z. 


(3) 求 出 各 组 的 标准 差 , 检 查 有 否 粗 差 ; 若 没有 粗 差 , 则 进行 下 一 步 ; 否 
则 将 大 于 2c 的 残 差 子 以 剔除 ,用 剩 下 的 观测 值 重 复 上 述 的 步骤 . 

(4) 列表 求 出 : 

O 各 观测 组 的 残 差 ; 

@ 各 观测 组 的 加 权 残 差 ro 及 其 和 [to ]; 

@ 各 观测 组 的 加 权 残 差 平方 pu; 及 其 和 [pv?j]; 

(5) 求 出 单位 权 精度 o, 

(6) 求 出 加 权 算 术 平 均值 精度 A, 

(7) 列 出 观测 结果 . 

De 对 某 物 标 进 行 三 组 观测 ,第 一 组 测 了 4 次 , 求 得 算术 平均 值 是 
30.5 m; 第 二 组 测 了 8 次 , 求 得 算术 平均 值 是 29.8 m; 第 三 组 测 了 12 次 , 求 
得 算术 平均 值 是 30. 9m. E, . 

(1) 该 物 标的 最 或 是 值 ;(2) 单位 权 的 标准 误差 ;(3) 最 或 是 值 的 标准 误 
2. 

SR 设 各 组 的 权 分别 为 pipz bs, 则 有 pi? p+ : ps = m : nx : ns = 
4:8:12=1:2:3, p. = 1,p; = 2,ps 二 3, 则 该 物 标的 最 或 是 值 为 


[paz] _ 30 +05X1—0.2X2+0.9X3 
[P] 1+2+3 





= To + = 30. 47. 


E = va 
Le] 
列表 : 
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0. 43 1.29 
[p]=6  — | [po ]J=— 0.02 | [ pu: J= 1.4534 


2 
D a =+, H] =+, 1 一 士 0.85; 
e, Iæ] -, / 14534 _ 
“aa [bp](m—1) ect, LE ER 


即 该 物 标的 最 或 是 值 为 30. 47 m, 单 位 权 的 标准 误差 为 士 0. 85 m, 最 或 
是 值 的 标准 误差 为 士 0. 35 m. 
例 7 由 甲 和 乙 两 人 对 同一 水 平 夹 角 进 行 测量 ,数据 如 下 : 
Hl ;60°30. '0,60"56. '0,60"11. "o: 
Z :60°46. ‘0,60°38. “0 ,60?20. “0 ,60°50. “0; 
求 该 水 平 夹 角 的 最 或 是 值 及 其 精度 . 
0.30 +0.56 +0.11 


解 x, = 60° + 3 = 60°32’. 3; 
Se 60 DEE = 60°38”. 5. 


列表 : 







60°30. “0 






60°56. "o 


60°11.'0 







Z = 60°32'.3 


1027. 67 
2 


因为 io =+ 45. 34,20: =+ 26. 60 ,所 以 数据 中 无 粗 差 . 


Or 一 士 





二 土 22. 67,0s =+ > =+ 13.30, 
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设 甲 的 权 为 pj, 乙 的 权 为 p ,由 公式 (5.5.4) 得 : 


ee H 4 SNE ON ZU S = 
Pit pe = i CC as eg 13.30 513.93 176.89 0.26, 


取 pi = 0.26, 思 一 1, 则 该 水 平 夹 角 的 最 或 是 值 为 : 


本 [和 JE 0.26 X 0-+1X 6.2 


= 60°32”. 3 pe . 92 = 60°37’. 22. 









z = 60°37’. 22 


BEER 


最 或 是 值 ( 加 权 算 术 平 均值 ) 的 精度 : 


[pr] _ _ 7.93 EE 
+, Tp m 1 Falen +? 5. 


所 以 ,该 水 平 夹 角 为 60"37'. 22 + 2. 5. 
练习 题 5.5 


1. 测量 一 塔 的 高 度 为 :( 单 位 是 m) 

76. 37 76. 12 76. 26 76. 09 75. 91 

求 该 塔 的 最 或 是 值 及 其 精度 . 

2. 用 六 分 仪 观测 某 角 7 次 , 其 记录 为 :47"15. "3、47"15. “6 .47"15. 3. 
47°15. 5、47"15. '4.47°15. 7、47°15. “4, 求 单一 观测 精确 度 和 观测 的 结果 . 

3. 测量 一 小 河 的 宽度 为 :( 单 位 是 m) 

15. 3 15. 8 16. 0 15.5 16.3 15.6 

求 该 小 河 的 单一 观测 精确 度 和 观测 的 结果 . 

4. 有 一 组 观测 值 : — = 38°38 '. 4.4 = 38°38 '.2,1, = 38°38 "Bal = 
38°38 '.7,l; = 38°38 ' = 38°38 '. 2, 求 该 观测 值 的 标准 差 和 算术 平均 
值 的 标准 差 . 

5. 甲乙 两 人 对 某 一 基线 进行 丈量 ,结果 如 下 : 

H1,25.3.25.6.25.0.25.1.25.8.26. 1; 

Z :25. 1.25. 3.24. 9.25. 5.25. 7. (单位 :my) 
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(1) 求 两 人 丈量 的 结果 及 精确 度 ;(2) 两 人 丈量 的 结果 哪个 更 好 ? 

6. 大 副 、 二 副 三 副 同 时 对 某 一 角度 进行 观测 ,记录 如 下 : 

大 副 :Zi = 20"33. "0,o 一 士 2. 0, = 8 K; 

二 副 :z = 20"36. “0,o =+3.'0.m = 9 K; 

三 副 :二 = 20"40. '0,0, = 二 十 4.'0,n3 = 16 次 . 

其 中 ,zz, 为 每 人 观测 的 算术 平均 值 ;o; 为 单一 观测 精度 ;n; 为 每 人 的 观 
测 次 数 (i = 1.2,3). 

求 :(1) 各 观测 组 的 权 ;(2) 单位 权 的 精度 ;(3) 该 角度 的 最 或 是 值 及 其 
精度 . 


复习 题 ( 五 ) 


1. 简 答 题 : 

(1) 什么 是 等 精度 观测 ? 

(2) 观测 误差 按 其 性 质 可 分 为 哪 几 类 ?各 有 什么 特点 ? 
(3) 对 于 不 同性 质 的 误差 应 该 如 何 处 理 ? 

(4) 可 以 用 来 作为 衡量 误差 的 尺度 的 有 哪 几 种 ? 

(5) 误差 有 哪些 统计 规律 性 ? 

(6) 一 倍 . 二 倍 和 三 倍 标准 差分 别 是 多 少 ? 

2. 标准 误差 的 定义 是 ( ). 


TENI r B +, 1 
o +, EH D +, Jl 


3. BA z= 2r, H o, = 土 1 , 则 6o. = 2 

4. 已 知 也 一 3z 一 2y, 且 co =+0.3,o, =+ 0.2, ou = 

5. 随机 误差 的 特性 的 是 ( » 

(1) 数值 稳定 ;(2) 绝对 值 小 的 误差 出 现 的 机 会 多 ;(3) 误差 数值 不 超过 
一 定 限度 ;(4) 绝对 值 相等 的 正 、 负 误差 出 现 的 机 会 相等 ;(5) 永远 不 为 零 . 


(A)(1)(2)(3)(4) (B)(1)(3)(5) 
(C)(3)(4)(5) (D)(2)(3)(4) 
6. 下 列 不 能 用 来 作为 随机 误差 的 衡量 尺度 的 是 (。 ). 
(A) 标准 误差 (B) 平均 误差 
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(C) 误差 的 算术 平均 值 (D) 误差 绝对 值 的 算术 平均 值 
7. 设 (1)z = 2r,o, 一 土 3";(2)z = x, H T230: = or 一 ao, 求 两 种 情况 
下 z 的 标准 误差 . 


8. 等 精度 测量 一 物 标 的 长 度 为 :( 单 位 是 m) 
70.8 70.7 70.6 70.5 71.8 

求 该 物 标 长 度 的 最 或 是 值 及 其 精度 . 

9. 二 副 和 三 副 同 时 测量 一 角 ,数据 是 : 

二 副 :30?15 3 30°15. 8 30°16’. 0 30°15. 5 30°15. 6; 

=ø 30°15’. 1 30°15’. 6 30°15. 8 30°15. 2 30°15’. 3. 

求 :(1) 两 个 观测 组 权 的 比例 ;(2) 单位 权 的 精度 ;(3) 该 角度 的 最 或 是 
值 及 其 精度 . 
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第 六 章 ”最 或 是 船 位 及 误差 评定 


航海 上 ,驾驶 员 经 常 观测 陆 标 方位 或 距离 ,或 者 观测 天 体高 度 等 来 确定 
船 位 ,同时 根据 船 位 误差 理论 的 原则 采用 正确 的 方法 ,对 一 系列 的 数据 进行 
处 理 以 提高 观测 结果 的 精度 . 本 章 将 研究 最 或 是 船 位 的 基本 理论 和 船 位 误 
差 理论 . 


61 最 或 是 船 位 及 其 误差 


6.1.1 船 位 线 


在 航海 定位 中 , 测 者 对 物 标 进行 观测 时 ,其 观测 值 为 常数 值 的 点 的 几何 
轨迹 , 称 为 观测 者 的 位 置 线 或 等 值 线 . 航海 上 船 位 位 置 线 是 指 满足 某 一 观测 
值 为 定 值 的 点 的 轨迹 , 它 是 一 条 (或 一 对 ) 等 值 线 . 在 观测 时 刻 , 测 者 (船舶 ) 
的 位 置 只 可 能 在 位 置 线 上 ,在 观测 瞬间 , 船 位 位 置 线 通常 以 船 位 线 来 表示 ， 
即 指 推算 船 位 附近 位 置 线 的 一 段 或 位 置 线 上 某 点 的 切线 的 一 段 . 航海 上 常 
见 的 船 位 线 有 主要 有 方位 船 位 线 、 距 离 船 位 线 、 方 位 差 船 位 线 、 距 离 差 船 位 
线 、 天 文 船 位 线 和 转移 船 位 线 等 . 下 面 主要 讨论 方位 船 位 线 和 距离 船 位 线 . 


6.1.2 船 位 线 的 概念 


1. 方位 船 位 线 
在 近 距 离 上 ,是 和 所 观测 已 知 位 置 的 物 标 具有 相同 方位 的 点 的 轨迹 . 
(1) 平面 上 :方位 船 位 线 是 物 标 M 与 船 位 P 两 点 间 的 直线 (图 6. 1. 1); 
(2) 球面 上 :方位 船 位 线 是 趋向 极点 Ps 且 通 过 船 位 P 和 物 标 M 所 连 的 
恒 位 线 (图 6. 1. 2). 
2. 距离 船 位 线 
(1) 平面 上 :是 以 物 标 M 为 圆心 , 船 位 与 物 标的 距离 PM 为 半径 的 圆 ; 
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图 6. 1. 1 图 6. 2. 2 


(2) 球面 上 :是 以 物 标 M 为 极点 , 船 位 与 物 标的 距离 PM 为 极 距 的 球面 
小 圆 . 

3. 方位 差 船 位 线 (水 平角 位 置 线 ) 

在 平面 上 ,是 船 位 己 与 两 物 标 M, , M, 所 构成 三 角形 的 外 接 圆 圆 弧 的 一 
部 分 (图 6. 1. 3). 

4. 距离 差 船 位 线 

是 以 两 物 标 Mi , M, 为 焦点 的 双 曲 线 ( 图 6. 1. 4). 





图 6.1.3 s 图 6. 1.4 


由 于 球面 上 的 位 置 线 都 比较 复杂 ,有 时 要 把 它们 全 部 画 在 图 上 ,难度 较 大 ， 
且 没 有 必要 . 航海 人 员 感 兴趣 的 是 航海 定位 和 导航 ,仅仅 只 要 画 出 位 置 线 在 船 
舶 附近 的 一 小 段 ,或 者 画 出 这 一 小 段位 置 的 切线 ,来 代表 这 条 位 置 线 , 所 以 在 海 
图 作业 时 ,通常 只 画 出 船 位 线 , 且 用 船 位 线 来 代替 位 置 线 进 行 定 位 和 导航 . 


6.1.3 船 位 线 误差 


1. 方位 船 位 线 误差 
观测 某 一 物 标的 方位 船 位 线 的 系统 误差 。 为: 
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e D 








e =+ 了 =+ eù e D + arc1° (6.1.1) 
其 中 ,arcl" = = = 1° 的 弧度 值 . 
观测 某 一 物 标的 方位 船 位 线 的 随机 误差 o 为 : 

o =+% = oh + D arcl (6.1.2) 


其 中 ,D 为 测 者 到 物 标的 距离 ,es 为 系统 观测 误差 ,as 为 随机 观测 误差 . 
由 系统 误差 和 随机 误差 的 表达 式 可 知 在 观测 误差 es 或 cn 一 定 的 条 件 
下 ,观测 的 物 标 越 近 , 船 位 线 误差 e 或 o 越 小 ,因此 应 尽量 观测 近 物 标的 方位 


来 求 方 位 船 位 线 . 
2. 距离 船 位 线 误 差 
观测 某 一 物 标的 距离 船 位 线 的 系统 误差 为 e: 
e =+eb ° D (6.1.3) 
观测 某 一 物 标的 距离 船 位 线 的 随机 误差 o 为 : 
ersten D (6.1.4) 


其 中 ,D 为 测 者 到 物 标 的 距离 ,co 为 随机 观测 误差 ,en 为 系统 观测 误差 . 

由 系统 误差 和 随机 误差 的 表达 式 可 知 在 观测 误差 ew 或 oo 一定 的 条 件 
下 ,观测 的 物 标 越 近 , 船 位 线 误差 e 或 o 越 小 ,因此 应 尽量 观测 近 物 标的 距离 
来 求 距离 船 位 线 . 距离 船 位 线 的 误差 通常 以 距离 D 的 百分率 给 出 . 


6.1.4 船 位 线 法 方程 组 


取 推 算 船 位 点 作为 原点 O, 建立 平面 直角 坐标 系 XOY , X 轴 指 向 北 ,Y 
轴 指 向 东 ( 图 6. 1. 5). 
A 
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在 XOY 坐标 系 下 ,线性 化 船 位 线 的 法 式 方程 为 : 
` An = zcosa + ysina (6.1.5) 
式 中 ,a 为 船 位 线 法 线 方位 ,简称 船 位 线 方位 ,其 正 向 指向 函数 值 U 增 
加 的 方向 . An 为 船 位 线 截 距 , 即 自 原点 到 船 位 线 垂 线 距离 . 
34 Uw > Uc 时 ,An > 0, 船 位 线 在 法 线 正 向 一 侧 ; 
当 Ua < Uc 时 ,An 过 0, 船 位 线 在 法 线 反 向 一 侧 ; 
当 Ua = Uc 时 ,An = 0, 船 位 线 通 过 原点 . 
设 同时 独立 观测 n 条 船 位 线 , 就 有 如 下 船 位 线 观 测 方程 组 : 


2 
zcosai + ysina; 一 An; = 0,p; = =G = 1,2, ,nn > 2)(6. 1. 6) 


式 中 ,Am 表示 第 i 条 船 位 线 截 距 , 可 把 它 理解 为 观测 值 ;o; 表示 第 i 条 船 位 
线 标准 误差 ,p; 表示 第 i 条 船 位 线 权 . 
根据 船 位 线 观 测 方程 组 ,可 直接 得 到 船 位 线 法 方程 组 : 
[p cos'a ]z + [ pcosasina ]y = [ pAncosa ] 
Eeer 十 [psinza]y = [ pAnsina] ` 
其 中 ,[ ] 为 高 斯 和 ,方程 组 (6. 1.7) 的 解 为 : 


Lp sin'a JLpAncosa ] — [ pcosasina J[ p Ansine J 
[Lp cos*a ][ p sin2za] — [ Pcosasina I 


[p cos*a JL pAnsina ] — [ pcosasina JL pAncosa] í 
Lp coszujLp sin2zaj] — [ pcosasina J] 


这 就 是 最 或 是 船 位 坐标 (zx,y). 
例 1 设 有 三 条 独立 等 精度 船 位 线 : 

Am 二 十 1.'0 Am =+ 2, ”0 An, 一 十 4. “0 
o] š ` Ú 一 120。 ” 1 = 240° 


(6.1.7) 


(6.1.8) 
s >= 


, 求 最 或 是 船 


a = 


S ”由 于 是 等 精度 ,所 以 船 位 线 法 方程 组 为 : 
人 + [cosasina]y = [Ancosa] 
[cosasina]z + [sin?2a]y = [Ansina] ` 


列 出 表 6. 1. 1 如下: 
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表 6.1.1 数据 列表 





由 此 得 船 位 线 法 方程 组 : 
8 5r 一 一 2 
1.5y 一 一 1.732” 
工 一 一 4 
所 以 人 SE 


62 图 解法 求 最 或 是 船 位 


在 航海 实际 工作 中 ,上 节 根 据 船 位 线 法 方程 组 ,计算 出 最 或 是 船 位 坐标 
的 方法 过 于 复杂 . 因此 ,有 必要 利用 几何 的 方法 求 最 或 是 船 位 . 下 面 只 介绍 
中 心 图 解法 . 


6.2.1 中心 图 解法 
对 最 或 是 船 位 坐标 公式 (6. 1. 8) 作 适 当 变换 ,可 得 如 下 关系 式 : 


Kä 2 Purs 
2) >p; Le] 
F (6.2.1) 
Se 2275 _ [py] 
27 PNT f>) 
idj 
b; = bib; sin? (a; — ai). (6.2.2) 


式 中 ,pi 为 第 i ,j 两 条 船 位 线 交 点 权 ;a; a 表示 第 ij 两 条 船 位 线 的 方位 角 ， 
bop 表示 第 i,j 两 条 船 位 线 的 权 ;xj ,ys 表示 第 i,j 两 条 船 位 线 的 交点 坐 


标 ， 其 中 ， : 
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_ An;sina, — An,sina, 


H sin(a, — a, ) 


， (6. 2. 3) 
__ Anicosa, — An, cosa, 


cos(a —a,) 

公式 (6. 2. 1) 与 力学 中 求 质点 系 质 心 坐标 的 公示 相 比 较 , 形 式 上 完全 
一 样 . 这样, 如 将 第 i, 两 条 船 位 线 的 交点 M; 看 作 具 有 质量 p; 的 质点 , 则 
这 样 一 个 质点 系 的 质心 位 置 就 是 我 们 要 确定 的 最 或 是 船 位 . 而 当 M; Joe 
和 pj 数值 已 知 时 ,我们 便 可 用 图 解法 求 出 船 位 .因此 ,此 法 被 称 为 中 心 图 解 
法 . 

例 1 如 图 6.2.1 所 示 , 用 中 心 图 解法 确定 最 或 是 船 位 ， 





Yj; 





图 6. 2. 1 


E 各 交点 权 为 : 
pa = psps sin? 45 一 1.5X2.0X0.5 一 1.5， 
ps = pı p; sin? 45° = 1.0 X 2.0 X 0.5 = 1.0, 
be = bi bs sin? 45° = 1.0.X 1.5 X 1 = 1.5. 
由 于 pa = pe = 1. 5,B 1, MEAC 的 中 点 ,点 MM 的 结合 权 为 pv = 
pa + pe = 3.0, H pa = 1. 0,BfA F Ah MF : FB = 1 : 3 HEB F sa ze 
最 或 是 船 位 . 


6. 2. 2 船 位 误差 三 角形 的 处 理 


1. 船 位 误差 三 角形 
由 于 观测 误差 的 存在 ,三 条 同时 观测 的 船 位 线 不 可 能 交 于 一 点 ,而 是 形 
成 一 个 三 角形 , 则 把 这 样 的 三 角形 称 为 船 位 误差 三 角形 . 
2. 反 中 线 
在 三 条 等 精度 船 位 误差 三 角形 ABC 上 , 取 AB 边 上 的 中 点 M, 则 CM 是 
AB 边 的 中 线 . 作 CM” ,满足 MCB = 人 MCA, 称 CM' 为 AB 边 的 反 中 线 
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(图 6.2.2). 





M p=! M' 


图 6. 2. 2 图 6. 2. 3 


3. 权 反 中 线 
在 三 条 非 等 精度 船 位 误差 三 角形 ABC 上 , 取 AB 边 上 的 点 M ,满足 
BM : AM = pi : bo 

称 CM 为 AB 边 的 权 中 线 . 作 CM 使 人 MCB = 人 MCA. 则 CM 称 为 AB 
边 的 权 反 中 线 ( 图 6. 2. 3). 

如 果 三 条 船 位 线 只 含有 随机 误差 ,由 中 心 图 解法 一 般 原理 可 得 :最 或 是 
船 位 是 误差 三 角形 各 边 权 反 中 线 的 交点 ;特别 地 , 当 三 条 船 位 线 等 精度 时 ， 
最 或 是 船 位 是 各 边 反 中 线 的 交点 . 

设 有 三 条 船 位 线 等 精度 (图 6. 2.2), 在 八 ACM 和 人 BCMW 中 ,由 正弦 定 


AM sinZACM'BM _sinZ BCM 
AM _ sinB sinZ ACM 


BM sin4 sin BCM’ 
因为 M 是 AB 边 的 中 点 ,所 以 人 一 1; 即 
sin ACM _ sinA 
sin Z BCM = nB (6.2.4) 
同 理 , 在 人 ACM' 和 人 ABCM ”中 ,由 正弦 定理 得 : 
AM’ _ sinB ` sinZ ACM’ 
BAM7 sinA sin BCM’ 
WA CM” E AB 边 的 反 中 线 , 所 以 ACHT = RCM, BCM' = 
ZACM ,由 此 得 : 





AM’ _ sinB , sin BCM 
BM sinA sin ACM’ 
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由 式 (6. 2.4) ,可 得 
AM’ — sin B _ ps 
BM sið A pa 
所 以 AM’ + pa = BM’ + pp. 


这 正 是 A,B 两 点 按 权 结合 于 M “点 的 条 件 ..AB 边 的 反 中 线 CM 是 最 或 
是 船 位 的 轨迹 . 三 条 反 中 线 的 交点 当然 就 是 最 或 是 船 位 了 . 

同 理 可 证 ,三 条 权 反 中 线 的 交点 是 最 或 是 船 位 . 

中 心 图 解法 的 主要 优点 是 : 

(1) 适用 于 任意 非 等 精度 独立 船 位 线 求 最 或 是 船 位 的 一 般 方法 ; 

(2) 具有 明显 的 力学 意义 ,几何 土 非常 直观 , 避免 繁琐 的 数学 解析 计 
算 . 

中 心 图 解法 的 主要 缺点 是 : 当 船 位 线 数目 n 较 大 时 ,交点 数目 C; = 


sC U 将 迅速 增多 


当然 ,航海 实际 应 用 中 ,n 一 般 不 超过 4, 又 当 某 些 交点 权 相 对 较 小 时 
(尤其 交角 很 小 的 交点 权 ) ,可 以 忽略 不 计 , 以 简化 作 图 . 

学 习 中 心 图 解法 的 意义 还 在 于 ,在 严格 的 方法 指导 下 ,经 过 一 定 的 实 
践 , 可 以 用 目测 估计 的 方法 确定 最 或 是 船 位 . 在 船 位 线 等 精度 的 情况 下 有 如 
下 的 结论 : 

(1) 如 果 误 差 三 角形 是 等 边 三 角形 , 则 最 或 是 船 位 位 于 三 角形 中 心 ( 图 
6. 2. 4a); 

(2) 如 果 误 差 三 角形 是 等 腰 三 角形 , 则 最 或 是 船 位 位 于 三 角形 短 边 附 
近 ( 图 6. 2. 4b); 

(3) 如 果 误 差 三 角形 是 直角 三 角形 , 则 最 或 是 船 位 位 于 直角 附近 (图 
6. 2. 4c); 

(4) 如 果 误 差 三 角形 是 一 狭长 三 角形 ,可 将 最 或 是 船 位 确定 在 短 边 中 
心 处 (图 6. 2. 4d); 

(5) 特殊 情况 下 , 即 在 误差 三 角形 附近 有 不 明 碍 航 物 时 , 则 需要 将 最 或 
是 船 位 确定 在 距 碍 航 物 最 近 处 (图 6. 2. 4e). 

注 :(1) 确定 最 或 是 船 位 ,只 作 两 条 反 中 线 或 权 反 中 线 就 可 以 ， 

(2) 如 果 船 位 误差 三 角形 的 边 长 平均 小 于 2 ~ 3” 时 ,可 认为 观测 中 只 
存在 随机 误差 . 
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(a) (b) (c) 


(d) (e) * 
图 6.2.4 


63 ”两 条 船 位 线 的 观测 船 位 及 其 误差 


当 船 舶 驾驶 员 运用 某 种 定位 方法 测 得 最 或 是 船 位 之 后 ,必须 运用 科学 
的 方法 对 这 个 观测 船 位 进行 系统 分 析 , 以 便 人 掌握 其 可 靠 的 和 可 能 的 分 布 情 
况 , 从 而 保证 船舶 安全 迅速 航行 . 


6.3.1 船 位 误差 带 和 船 位 误差 四 边 形 


1. 最 或 是 船 位 

两 条 船 位 线 的 交点 即 是 最 或 是 船 位 (最 接近 真实 船 位 的 船 位 ) ,该 点 的 
概率 密度 最 大 而 概率 为 零 . 真实 船 位 离 最 概率 船 位 越 近 ,出 现 的 概率 就 越 
大 ,反之 ,其 概率 就 越 小 . 

2. 船 位 误差 带 

因为 每 条 船 位 线 均 含 有 误差 , 且 误 差 属于 向 量 误差 , 即 有 大 小 和 方向 . 
航海 上 常用 船 位 误差 带 来 描述 船 位 线 的 误差 , 即 以 船 位 线 为 中 心 线 左右 
土 w(o 为 船 位 线 标准 误差 ) 的 区 域 称 为 船 位 误差 带 . 真实 船 位 落 在 一 售 
(+o).— Ë (+ 20) 和 三 倍 ( 士 3c) 船 位 误差 带 内 的 概率 分 别 为 68.3%、 
95.4% 和 99.7%. 如 图 6. 3. 1. 

超出 三 倍 标准 误差 带 的 概率 为 0.3%, 几乎 不 可 能 出 现 . 因此 ,航海 上 

137 


航海 数学 





图 6.3.1 


常 采用 95% 作为 船 位 误差 界 . 真实 船 位 相对 于 最 概率 船 位 分 布 的 误差 界 可 
用 三 种 几何 图 形 来 描述 ,它们 分 别 是 船 位 误差 四 边 形 、 船 位 误差 椭圆 和 船 位 
误差 圆 . 

(1) 船 位 误差 四 边 形 

SI." 是 两 条 同时 观测 到 的 船 位 线 , 其 交点 P 是 最 或 是 船 位 .车 I、 
H 分 别 存在 的 标准 差 为 土 oa 、 土 02;, 则 以 士 o、 土 oz 分 别 所 作 船 位 线 TI. H 
的 平行 线 交 成 的 四 边 形 ABCD 称 为 船 位 误差 四 边 形 ( 图 6. 3. 2). 


三 们 标准 谋 差 四 边 形 I 


p =95 5% 





Pi=46.6% —p>=91.1% 
WM 6.3.2 
由 它们 的 一 倍 \ 两 倍 \ 三 倍 标 准 误差 带 各 自 交 成 的 平行 四 边 形 分 别称 为 
标准 误差 四 边 形 、 二 倍 标 准 误差 四 边 形 、 三 倍 标准 误差 四 边 形 . 根据 概率 的 
乘法 公式 ,可 得 船 位 落 人 标准 误差 四 边 形 内 的 概率 分 别 为 : 
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+o Ło: ! pi = 68.3% X 68.3% = 46.6%; 

+20, , 2o: : ps = 95.4% X 95.4% = 91.0%; 

+ 30, , +30: : pa = 99.7% X 99.7% = 99.5%. 
航海 上 通常 以 三 倍 标准 误差 四 边 形 为 极限 误差 四 边 形 . 
容易 证 明 ,标准 误差 四 边 形 的 面积 为 : 


` 4o 02 
Ki = 4 "e 
sinw 


其 中 ,w 为 【、I 两 线 的 交角 ,o' .os 为 两 线 的 标准 差 . 

因为 船 位 落 和 人 标准 误差 四 边 形 内 的 概率 为 定 值 (46.6%) ,所 以 标准 误 
差 四 边 形 面积 越 小 ,说 明 船 位 精度 越 高 . 其 方法 有 :(1) 减 小 o ,cz 的 值 ; (2) 
两 线 的 交角 越 接近 90° 越 好 . 


6.3.2 船 位 误差 椭圆 


由 船 位 误差 理论 可 知 , 船 位 落 人 最 或 是 船 位 处 的 概率 最 大 ,而 落 人 其 他 
点 的 概率 密度 将 随 与 最 或 是 船 位 点 的 距离 的 增 大 而 减 小 . 在 标准 差 四 边 形 
周 界 内 ,将 真实 船 位 出 现 的 概率 相等 的 各 点 连接 起 来 ,将 是 一 个 椭圆 . 由 船 
位 线 标准 差 求 得 的 椭圆, 称 为 船 位 标准 误差 椭圆 . 该 椭圆 内 切 于 误差 四 边 
形 , 且 切 点 为 各 边 中 点 . 设 I、 上 为 
两 条 独立 的 船 位 线 , 其 标准 误差 分 别 
为 m ,oz ,两 条 船 位 线 交 角 为 w 两 位 
置 线 的 交点 是 最 或 是 船 位 . 建立 如 图 
6. 3.3 所 示 的 斜 坐标 系 XOY, 取 工 线 
为 X 轴 ,本 线 为 Y 轴 , 观 测 船 位 点 为 











原点 . 假定 真 船 位 于 N 点 , 1 线 的 误 图 6.3.3 
Sp, I 线 的 误差 为 w 于 是 真 船 位 N 的 坐标 位 (zx,y). 为 : 
i es 
site > E SE 
可 以 推出 , 船 位 标准 误差 椭圆 的 方程 为 : 


2 
oy n yem s (6.3.1) 


其 中 ,= 22 ,5 一 -2 
sino sinw ? ef S I 
"4 c = 1 时: 称 为 一 倍 标准 误差 椭圆 , 船 位 落 入 的 概率 为 39. 4%; 
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34 c = 2 时 ;: 称 为 二 倍 标准 误差 椭圆 , 船 位 落 人 的 概率 为 86. 5%; 
34 c = 3 时 : 称 为 三 倍 标准 误差 椭圆 , 船 位 落 入 的 概率 为 98. 9%. 
称 三 倍 标准 误差 椭圆 为 极限 误差 椭圆 . 
表 6. 3.1 列 出 了 船 位 落 人 标准 误差 椭圆 的 概率 . 

表 6.3.1 TI GO EE 








O o D d On On wë U t Fa 





EM ` bet ` bet ` bei ` bet =— ` be ` bet ` bei =— 
Q (W d lf E pf et oft, gëff sid. 


应 于 两 条 船 位 线 标准 误差 椭圆 ,其 面积 为 5, == =. 


因为 船 位 落 人 标准 误差 椭圆 内 的 概率 为 定 值 (39. 4%) ,所 以 标准 误差 
椭圆 的 面积 越 小 ,说 明 船 位 的 精度 越 高 . 因此 当 观 测 两 条 船 位 线 定位 时 ,为 
了 提高 定位 精度 ,除了 提高 船 位 线 精度 外 ,还 最 好 使 两 位 置 线 交角 接近 90 . 

用 误差 椭圆 来 评定 船 位 精度 ,还 能 很 好 地 反映 船 位 散布 的 方向 性 . 在 短 
轴 方 向 上 , 船 位 分 布 范 围 最 小 ,精度 最 高 ;长 轴 方 向 上 , 船 位 分 布 范 围 最 广 ， 
精度 最 低 . 但 是 由 于 其 作 图 复杂 ,航海 上 不 大 采用 . 

在 航海 实践 中 ,例如 通过 狭 水 道 ,应 要 求 航线 左右 方向 上 船 位 分 布 尽 量 
小 ,而 在 前 后 方向 上 船 位 分 布 偏 大 些 , 对 航行 安全 的 影响 相对 小 些 . 


6.3.3 AMRAN 


以 观测 船 位 为 圆心 ,以 常数 M 为 半径 的 圆 称 为 船 位 误差 圆 . 
理论 证 明 ,任意 多 条 独立 观测 船 位 线 决 定 的 最 或 是 船 位 ,在 任意 两 个 垂 
直方 向 上 的 标准 误差 的 平方 和 的 均 方 根 设 为 常数 M, 即 以 最 或 是 船 位 为 原 
点 O, 建 立 任意 的 直角 坐标 系 XOY,X'OY',…, 则 有 : 
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= dei +a, = Jol Fo = =. (6.3.2) 
特别 有 : 
= ai +b. (6.3.3) 


EH a,b 为 标准 误差 椭圆 的 长 Ska. 

航海 上 称 常数 M 为 标准 误差 圆 半 径 , 而 以 观测 船 位 为 圆心 ,c。 M 为 半 
径 的 圆 称 为 c 倍 标准 误差 圆 . 

1. 标准 误差 圆 半径 

理论 证 明 ,n 条 (n > 2) 独立 观测 船 位 线 所 决定 的 最 或 是 船 位 ,其 标准 
误差 圆 半径 : 





Zb 
Fp sn ey AP 一 VE -n (6.3.4) 
AH ,[ p] 表示 船 位 线 权 总 和 ; CP] 表示 船 位 线 交 AARAM u 表示 单 
位 权 船 位 线 标准 误差 ;p; 表示 第 i 条 船 位 线 权 ia， 表示 第 i 条 船 位 线 方位 . 
(1) 两 条 船 位 线 时 标准 误差 圆 半 径 RN 
如 图 6. 3.4 所 示 , 由 公式 (6. 3.4) ,在 两 条 
船 位 线 情况 下 ,其 标准 误差 圆 半径 为 : 


I + b: 
M = = pb Ep . Y 
Pı b: sin’ (a; — a ) # 


M= 


=— bi tb _ 








i = 
sinw Pı P: sinw b. P: 
= 到 ana — Vos + a; 
sinw p A sinw 
L] 
Bp M= Vita, (6. 3.5) 
sinw 


AH 0 o: 分 别 表 示 船 位 线 工 . 的 标准 误差 ;w 表示 两 条 船 位 线 的 交角 . 
特别 地 , 当 两 条 船 位 线 等 精度 时 ， 即 0 = 02 = 0, 得 ， 


M 一 V2c (6.3.6) 


sinw 
(2) 三 条 船 位 线 时 的 标准 误差 圆 半 径 
由 公式 (6. 3. 4) ,在 三 条 船 位 线 情 况 下 ,标准 误差 圆 半径 为 ， 
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pi + b: + bs 
pı basin" (a; — a) + p: ba Sin Cas — aÚ) + p: bi sin (a, 一 at) 


邻 :a = a: — Ql 表示 第 I.H 两 船 位 线 的 交角 ,8 = qs — Q2 表示 第 H. 
III 两 船 位 线 的 交角 ,y o, e Eë. TI 两 船 位 线 的 交角 , 则 得 


M= | pı + b; + ps 
pı bi Sin 2a + p: pasin’ *B 十 p: pisin? y Ka 


1 1 1 
Di b: P: Ps Ps pı Er S= 


sina 十 sin2 sin'y | š sin° Së osin? Cisin a | oisin’y y sisin? 8 sH 
ps b: P. ps b: pi 


len (6.3.7) 
I | 


¿sin2y + ofsin’B oisin’ a 


5 = |— h ot tn 
m a ozsin° (a + B) + oisin’ h + oisin a` (6. 3. 8) 
特别 地 , 当 三 条 船 位 线 等 精度 时 , 设 o, = gz = On = o 时 ,得 : 


i N ‘5 
sin“ y + sin + sin a 


s 2 EN 
R M — r sura o. (6. 3. 10) 


2. 船 位 落 人 误差 圆 的 概率 
设 标准 误差 椭 贺 长 半 轴 为 a, 短 半 轴 为 6, 其 比值 — 年, 船 位 标准 误差 


d 















SCH i03 + 3 
4 















M= (6.3.9) 


HERH M = Va 十 多. 下 面 , 只 对 & 一 0 和 A= 一 1 两 种 特殊 情况 讨论 误差 


圆 的 概率 问题 . 
(Dk = 2 =0 


此 时 误差 椭圆 退化 为 误差 线段 ,而 M = Ve TR = f+ 所) A 


w, 船 位 落 人 误差 圆 c.M 内 的 概率 等 于 (一 ce, 二 ca) = (— c, + co) 内 的 概 
率 , 所 以 当 & = 0 时 , 船 位 落 人 : 
一 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 Pu = 68.3%; 
二 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 Po = 95.3%; 
三 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 P = 99.7%. 
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此 时 误差 椭圆 变 成 圆 形 ,而 
M = Væ 十 下 = /2a,c * M = diem. 

因此 , 当 k== 1 时 ,标准 误差 圆 就 是 V2 倍 的 标准 误差 椭圆 ,c 倍 标准 误差 
圆 就 是 V2 . c 标准 误差 椭圆 , 即 倍 标准 误差 圆 内 概率 P... 等 于 V2 . c 倍 标 
准 误差 椭圆 内 的 概率 Pjz, ,而 Pa = 1— e reo = 1 — e ,所 以 

P. = ler, (6.3.11) 

于 是 当 k 二 1 时 , 船 位 落 人 : 

一 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 Pl, = 63.2%; 

二 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 Ps = 98.2%; 

三 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 为 Pa = 99. 99%. 

表 6. 3. 2 是 在 不 同 k 值 的 情况 下 ,一 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 . 

R632 一 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 


68.3% | 68.2% | 67.7% | 66.3% | 66.1% | 63.3% 


不 同 的 c 值 下 , 船 位 落 人 误差 圆 内 的 概率 是 : 

c = 1 R}, P = 63.2% ~ 68.3%; 

c = 2 R}, P = 95.4% ~ 98.2%; 

c = 3 Bf, P = 99.7% ~ 99. 99%. 

航海 上 常 以 二 倍 标准 误差 圆 为 极限 误差 圆 , 作 为 船 位 评定 的 误差 界 , 其 
半径 近似 地 采用 公式 





M = 2cscw dai +o. (6.3.12) 
其 中 ,w 为 两 船 位 线 的 交角 ,ol ,oz 分 别 为 两 船 位 线 的 标准 误差 


6.3.4 ”各 种 评定 船 位 精度 的 误差 界 的 比较 


1. 用 两 个 表格 来 评价 各 种 误差 界 的 优 劣 
如 表 6. 3. 3 所 示 , 对 不 同 的 < 值 ,一 倍 标准 误差 圆 内 的 概率 最 大 ,误差 四 
边 形 次 之 ,误差 椭圆 最 小 ， 
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表 6.3.3 三 种 误差 图 形 概率 的 比较 





如 表 6. 3. 4 所 示 , 是 三 种 误差 图 形 和 概率 的 比较 ,并 给 出 了 一 些 简 单 的 
评价 和 适用 情况 . 


表 6.3.4 三 种 误差 图 形 和 概率 的 比较 







等 概率 下 的 面积 
等 面积 下 的 概率 










面积 大 , 概率 小 ; 但 
适用 于 两 条 位 置 线 
交角 较 小 或 两 条 船 
位 线 标准 误差 相差 
很 大 , 即 b/a 值 比 较 
小 时 ; 作 图 简单 , 航 
海上 用 


面积 中 等 , 概率 中 
等 ;适用 于 两 条 位 置 
线 交 角 接 近 垂 直 或 
两 条 船 位 线 标准 误 
差 相 差 不 大 时 ; 作 图 
方便 ,航海 上 常用 








面积 小 ,概率 大 ,能 
较 确 切 地 反映 了 误 
差 的 大 小 和 方向 ;但 
作 图 麻烦 ,航海 上 不 
常用 








评价 与 适用 情况 







2. 结论 

(1) 船 位 误差 椭圆 是 等 概率 密度 曲线 ,能 直观 地 看 出 船 位 误差 的 大 小 
和 方向 ,长 轴 方 向 船 位 误差 大 , 短 轴 方 向 误差 小 ,但 作 图 和 计算 均 繁琐 . 

(2) 船 位 误差 圆 是 非 等 概率 密度 曲线 ,不 能 如 实地 反映 误差 的 方向 . 当 两 
条 船 位 线 的 交角 较 小 时 ,不 能 采用 船 位 误差 圆 来 描述 船 位 误差 ,但 作 图 简单 . 

(3) 船 位 误差 四 边 形 是 非 等 概率 密度 曲线 ,能 看 出 误差 的 大 致 分 布 方 
向 . 当 两 条 船 位 线 的 交角 较 小 或 b/a 较 小 ( 非 等 精度 ) 时 ,采用 船 位 误差 四 边 
形 描述 船 位 误差 较为 有 利 ( 这 时 误差 四 边 形 的 图 形 趋 近 误 差 椭圆 ), 且 作 图 
简单 . 

(4) 由 于 船 位 误差 几何 图 形 的 概率 一 定 , 所 以 几何 图 形 的 面积 越 小 , 船 
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位 精度 越 高 , 即 两 条 位 置 线 的 交角 0 趋 于 90° ,面积 最 小 ,两 船 位 线 定位 精度 
最 高 . 

注 :(1) 在 概率 相同 的 情况 下 ,误差 椭圆 面积 最 小 ,误差 圆 面积 最 大 ;在 
面积 相同 的 情况 下 ,误差 椭圆 面积 最 大 ,误差 圆 面积 最 小 . 

(2) 两 条 船 位 线 的 交点 即 是 最 概率 船 位 . 在 等 精度 的 条 件 下 , 船 位 在 两 位 
置 线 交 角 的 锐角 角 平 分 线 方向 上 误差 最 大 , 钝 角 角 平分 线 方向 上 误差 最 小 . 


6.3.5 ”两 条 船 位 线 的 观测 船 位 及 其 船 位 误差 


上 述 结论 适用 于 描述 不 同 船 位 线 的 随机 误差 对 最 或 是 船 位 精度 的 影 
响 . 为 更 有 利于 航海 实际 应 用 ,下 面 以 两 物 标 方位 定位 .距离 定位 和 移 线 定 
位 为 例 就 观测 误差 对 不 同 的 船 位 线 求 得 的 观测 船 位 的 影响 做 进一步 的 分 
H. 
1. 两 方位 定位 的 船 位 误差 
因为 观测 误差 包含 系统 误差 和 随机 误差 ,所 以 求 得 的 观测 船 位 也 必然 
含有 系统 误差 和 随机 误差 . 在 航海 实际 工作 中 通常 认为 观测 两 物 标 为 等 精 
度 观测 , 即 观测 两 物 标 方位 的 系统 误差 s = ez = se( 主 要 是 罗 经 本 身 的 系 
统 误 差 ) 和 随机 误差 为 ao = o = os( 主 要 是 观测 物 标 罗 经 方位 的 随机 误 
差 ), 则 观测 两 方位 定位 的 船 位 系统 误差 和 随机 误差 分 别 为 ， 
系统 误差 
e= Ge JD: + D: — 2D, D,cos0 = E (6.3.13) 
随机 误差 
gw ze JD FE (6. 3. 14) 


式 中 ,0 为 两 方位 船 位 线 的 交角 ; D.D 分 
别 是 到 两 物 标的 距离 ;d 是 两 物 标 之 间 的 距离 
(图 6. 3. 5). 

从 上 两 式 可 见 , 为 减 小 观测 船 位 的 系统 误 
差 , 和 随机 误差 ,应 注意 以 下 几 个 方面 : 

(1) 尽量 减 小 观测 系统 误差 es 和 os 随机 误 
3, 图 6.3.5 


(2) 观测 显著 的 \ 海 图 上 有 准确 位 置 的 近 物 标 ( 减 小 Di,D:); 
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(3) 两 方位 船 位 线 交 角 6 取 30?* 一 150", 取 60" 一 120" 为 好 ,0 趋 近 90"* 最 
好 ; 

(4) 由 于 在 实际 工作 中 不 能 同时 观测 两 物 标 , 为 减 小 观测 时 刻 不 同步 而 
产生 的 误差 ,应 尽量 缩短 两 次 观测 的 时 间 间 隔 . 

2. 两 距离 定位 的 船 位 误差 

同样 道理 ,等 精度 观测 两 物 标 距离 的 系统 误差 为 e! = ez = ep 和 随机 误 
Ž J o, = o = co, 则 观测 两 距离 定位 的 船 位 系统 误差 和 随机 误差 为 : 

系统 误差 





€p ° d 
€ EIT (6.3.15) 
随机 误差 
o 一 Ze d TD (6.3.16) 
式 中 ,0 A PA E PS Wa u £ BJ 3 fi ; D, , D, 分 别 是 到 两 物 标的 距离 ;d 是 两 物 标 
之 间 的 距离 . 


从 上 两 式 可 见 , 为 减 小 观测 船 位 的 系统 误差 和 随机 误差 ,应 注意 以 下 几 
个 方面 : 

(1) 尽量 减 小 观测 系统 误差 e, 和 随机 误差 oo; 

(2) 观测 显著 的 \ 海 图 上 有 准确 位 置 的 近 物 标 ( 减 小 D, ,D: ); 

(3) 两 距离 船 位 线 交 角 0 取 30 ~ 150°, H 60° ~ 120° 为 好 ,9 趋 近 90° 最 好 ; 

(4) 由 于 在 实际 工作 中 不 能 同时 观测 两 物 标 , 为 减 小 观测 时 刻 不 同 步 
而 产生 的 误差 ,应 尽量 缩短 两 次 观测 的 时 间 间 隔 . 

在 消除 或 抵消 系统 误差 之 后 ,两 船 位 线 定位 其 最 概率 船 位 的 误差 用 误 
差 椭圆 来 描述 最 好 . 其 长 轴 位 于 两 船 位 线 夹 角 的 锐角 角 平 分 线 附 近 ,在 长 轴 
方向 上 船 位 误差 大 . 根据 这 个 原则 ,在 航海 实际 工作 中 ,如 只 考虑 随机 误差 
的 影响 ,在 船 到 两 物 标的 距离 接近 相等 的 情况 下 (可 以 认为 船 位 误差 是 等 精 
度 ) ,可 以 采用 不 同 的 定位 方法 来 保证 船舶 航行 安全 . 例如 船舶 在 狭 水 道 航 
行 , 在 航线 左右 方向 上 的 误差 对 航行 安全 影响 较 大 ,而 前 后 方向 上 的 误差 影 
响 较 小 . 利用 正 横 附 近 的 两 物 标 距离 定位 较为 有 利 ( 图 6. 3. 6). 

如 果 船 首尾 附近 有 两 个 可 供 定位 的 物 标 , 采 用 方位 定位 较为 有 利 ( 如 
0) ,等 等 .应 注意 ,这 里 只 是 给 出 了 定位 的 原则 ,实际 工作 中 还 要 视 具 体 情况 
确定 . 
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3. 移 线 定位 的 船 位 误差 

移 线 定 位 的 船 位 误差 包括 两 次 观测 的 船 
位 线 的 误差 和 移 线 过 程 中 的 推算 误差 . 

(1) 单 物 标 两 方位 移 线 船 位 的 系统 误差 






E = sec = £ * 6 * SinQ (6.3.17) 
sin0 


式 中 ,Q 为 转移 船 位 线 与 航向 线 的 夹 角 ;s 
是 两 次 观测 时 间 内 的 推算 航程 ;9 是 船 位 线 交 E 
Bue, 是 推算 航程 的 百分率 误差 

当 转 移 船 位 线 的 误差 一 定时 , 移 线 船 位 的 
误差 取决 于 船 位 线 交角 0, 综合 考虑 ,98 趋 近 30° 
一 DOT 为 好 . 

(2) 单 物 标 两 方位 移 线 船 位 的 随机 误差 

船 位 随机 误差 包括 两 次 观测 方位 的 随机 误差 和 移 线 过 程 中 产生 的 推算 
船 位 的 误差 . 航海 实际 工作 中 ,两 次 观测 通常 认为 是 等 精度 观测 , 即 标准 差 
op! 一 On 一 os， 则 两 次 观测 的 方位 船 位 线 的 标准 差 为 G 一 Diaharcl” ,os z= 
D:ogarcl ,两 次 观测 期 间 航 迹 推算 的 误差 为 p( 该 误差 与 两 次 观测 期 间 推算 
航向 的 误差 和 推算 航程 的 误差 有 关 ) , 移 线 船 位 的 标准 误差 圆 半 径 为 : 

R = £ Val tóta vA +D ard +p 


sin0 sin0 


图 6. 3.6 


(6. 3. 18) 
综 上 所 述 , 单 物 标 两 方位 移 线 定 位 ,为 提高 移 线 船 位 精度 应 注意 : 
(1) 尽量 提高 观测 精度 (sn 308); 
(2) 观测 显著 的 、 在 海 图 上 有 准确 位 置 的 近 物 标的 方位 ; 
(3) 尽量 缩短 两 次 观测 的 时 间 间 隔 以 减 小 航 迹 推算 误差 (p); 
(4) 两 船 位 线 的 交角 趋 近 90 最 好 ; 
(5) 上 述 (3) 和 (4) 是 相互 制约 的 ,综合 考虑 , 船 位 线 交 角 趋 近 30 ~ 60° 
为 好 . 
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参考 答案 


练习 题 1. 1 


1. (Dy=2+uu=V ,v = 31—1;(2)y = 2e",u =— cosv, v = 3, 


(3)y = 3u*,u = Inu,u = 2z=—1;(4)y = arctanu,u =— sino, = 2z° —1. 
2. y = 1 + In(2sin'z —1). 
1 十 Ar Ar z0 
Da 0 = Ar = 0. 
1 一 Arz Ar <0 


4. EE — 3r + 2,2rAr + Ar’ — Ar. 


练习 题 1.2 
1. Sa, lim EE lim lz+}. 


ËM 


2. befreie 1, fimg<xz)= 0, Blim fO) lim f (z), 所 以 f(x) 


STM 
ZE z = 0 点 的 极限 不 存在 . 
3. limf(z)=— 1,limf(zx) 不 存在 ,limf (x) = 2,limf(z) = 4. 
4. limf(z) = 1. 


练习 题 1.3 
1. (1)2;(2)co;(3)0;(4)0;(5) ET T: (0; (8)0; (9) —2; (10) 了 
4 
QD +: 2°. 


2. (1) +: (20; E (4) z: (5) = 2: (6)0; (7) Fa (8) Z,(9) š > 
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参考 答案 





(10)1. 
练习 题 1.4 
1. (1)1;(2)2; (3) 2 二 1; (4) Ze 65)0; (6)0; (7) — 1; (8) Ze 91; 
7 H n+1’ 2 HU H » 2 . , 
(10)1. 
2.(1)ef;(2)e?,(3)e2,(4)el,(5)e2,;(6)e2,(7)et;(8)e", 
练习 题 1. 5 


1. (1) 无 穷 小 ;(2) 无 穷 大 ;(3) 无 穷 小 ;(4) 无 穷 小 ;(5) 39 K; (6) 无 
穷 小 . 
2.(1)0;(2)1; (3)2; (4) 一 3;(5) +: (6) +: (2; (8) £. 


练习 题 1. 6 


1.(1)2;(2) 一 2;(3) (Ax)? + Az;(4) (Az)? 十 (2z — 1)Az. 
s (—œ,—1)U (—1,1)U (1, + =o). 
3. limf (x)= 4 关 f(2), 所 以 不 连续 . 


4.(1)z = 1;(2)z = 0,z = CA € Z);(3)x< = 1,z = 2;(4)z = 


1;(5)z = 0. 
5.k = 2. 
6. 提示 :根据 “零点 性 质 ”. 


7. (1)0; (2)3; (3)]n2; (4) +: GS) m 6) el 


复习 题 (一 ) 
1 1 1 
2. (Dw; TEE? (3)ez ; Mwet. 


3. (D V5 (2163004) Z6) T: (6) Za. 
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4. (Dr = 1 是 无 穷 间 断 点 ,x = 2 是 可 去 间断 点 ; 


(2)z = 等 十 亚 ( € Z) ,是 无 穷 间断 点 ,zx = 0 是 可 去 间断 点 


(3)zx = 二 0 是 跳跃 间断 点 ; 
(4)=z = 0 EWERT: d. 


练习 题 2. 1 
1. (1) 切线 方程 ey = zx, 法 线 方程 er 十 y 一 e 一 1 = 0; 
(D 切线 方程 2 一 V2y 十 1 一 地 二 0, 法 线 方程 r+ 十 V2y 一 1 一 也 二 0. 


2.(1)3Ai 十 1;(2)31 十 6to 一 5;(3)6io — 5. 
3. 连续 但 不 可 导 . 





练习 题 2.2 
L; sinr + Vz cosa + SE 
Ce 工 
2. tanzsecrarcsinzr 十 一 sec .. 
WII 一 并 
—1 
> 1 一 cosx 
4. 2z 十 Za? = at — r” + r”’lnr 
-A (arcsinztanz +— nr 一 arcsinzsee* z ]. 
Ian x ler 
6 2 — 4r — 2r? 
(+y ' 
7. 立 十 2 十 ln2. 
x 
8. 2r—2+ 2 E 
(r+ 1) 


9. cotxcscz. 


S 1 D 2 A 
10. 2rlgrsinr + x Ti0sinz + z’ lgrcosz. 


练习 题 2. 3 
1.6(2z 一 3)?. 


leet 
“1 二 (1 一 3x)* 
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参考 答案 


1 


”xzlnzx" 
4.4(z— l)cos(z?2 — 2z). 


6. ————. 
ET 
o — 32 cot /1 + cse y1 + 2z' 
y1 +2’ 
8. — 6x sın? (— z? + 1)cos(— z° + 1). 
2r 
V1 sS 
x 
10. cscz. 
11 —4 z Vz +/z 十 2Vz 十 1 
8/r Vz 十 Vz Vz 十 Vz 十 VT 


2r 
12. 2 ° 3*=]n3 + tan 工 一 3 sec? e 
rI x x 


13. — cos[cos(tanz) ]* sin(tanz)* sec° >. 


14. dën x. 


15. — —. 


e ysinzy 
` 1 十 rsinzy” 


5. e. 


练习 题 2. 5 


1.2 (z+ 1)* [matot]. 
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2(27z 一 1)(z 十 1):/ 1 1 1 
(3 一 工 ): 人 
3 3 (z+ VIF) 


1 + z 


(Gr änt LD nt =: G EE 2 
ett Dees SC Keess zaite) 


5, Salon. ` 1. 
工 


练习 题 2.6 


1. 6xcosx — 6z’ sinz — r’ cosx. 
73 

2. 2 

3. 2688 (2z 一 1)5. 


4. Ê (In z + 3lnz + 1). 


5. 24z — e~”. 
6. (XTX 十 n 十 1)e'. 


练习 题 2.7 


1. (1) — sech drs(2)[— E yl - >t Jaz, 
x x 3 


EPT E Aal 
(3)2" (In2sin3z + 3cos3x)dx;(4) w 


cotr 
—d= 
Insinz 





(5) 二 (1 一 Inz)dr;(6) 
ye? 一 1 _ y+sin(z + y) 2 一 2zy 
2: Cl 1 — ze 42) ETAT TT EE SEET 


l1—3zy — z + 3° + y 
Géi 1 +37? — 3zy az: 


3. (1)4. 9733; (2)1. 0101;(3)0. 005; (4) See GER 4 t 0.015. 


2 360 
4. asi, 


练习 题 2. 8 


1. (1)( 一 ceo,0) 内 单调 递减 ,(0, + co) 内 单调 递增 ; (2) 单调 递减 ; 
(3) 单调 递增 ;(4) 单调 递增 . 
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参考 答案 


2. (1) (一 =o, 一 1) 和 (3, 十 ce) 内 单调 递增 ，( 一 1,3) 内 单调 递减 ; 极 
大 值 f D= 0, 极 小 值 f(3)= 32; | 

(2)(—co, + co ) 内 单调 递增 ,无 极 值 点 ; 

(3)(0,1) 内 单调 递减 ,(1, 十 ce ) 内 单调 递增 , 极 小 值 f (1)= 1; 


(4)( 一 co*1) 和 { 读 ,十 co ) 内 单调 递增 , (1 ,二 } 内 单调 递减 , A 


8(1) 一 0, 极 小 值 /(š)=- 4: 


(5)(— co,0) 内 单调 递减 , (0, + ce ) 内 单调 递增 , 极 小 值 f(0)= 1; 
(6) (一 1, 一半 ) 上 单调 递增 ，( 一 子 ,十 吕 ) 上 单调 递 碱 , g 
3 5 
i 
(7) (一 ce, 一 1) 和 (1, 十 ceo) 内 单调 递增 , (一 1,1) 内 单调 递减 , 极 大 
值 f( 一 1)= 3, 极 小 值 f(1)= 一 1; l 


(8) (一 1,0) 内 单调 递减 , (0, + co ) 内 单调 递增 , 极 小 值 fco = 0; 
(9) (一 ce,0) 内 单调 递减 ,(0, + co ) 内 单调 递增 , 极 小 值 f(0)= 0; 


(10)(0,x) 内 单调 递增 , (r,2r) 内 单调 递减 , 极 小 值 ie = 3: 
(11) (一 co,0) 和 (号 , 十 co ) 内 单调 递增 , (0, 生 ) 内 单调 递减 , 极 小 值 
ZEN EN = ü; 

/[#)=-% (+) , 极 大 值 1(0)== 0 


d 


(12) (— œ, —/3) M (/3, Lei 8 BR B, (一 V3, 一 1)、 








(一 1,0D 和 (1W5) 上 单调 递 碱 , 极 大 值 SCI) y Bhi 
= > 9 
FA) = een 


5. (1) 最 小 值 f(—2)=— 5, RAIE f(2)= 7; 
(2) 最 小 值 f( 一 1)= f(1)= 一 1, 最 大 值 f(2)= 8; 


(3) 最 小 值 f( 一 5) 一 一 5 十 V5 ,最 大 值 /[ T )= 号 
(4) 最 小 值 roi 0, 最 大 值 /(2)= z. 


练习 题 2.9 


1. (1) AKE (0,1), MKE (— co ,0)fll(1, 十 ce), 拐 点 (1,0); 
(2) fh X E (— co, — 1) A (1, +co), MK E (— 1,1), HA 
(一 1,ln2)、(1,ln2); I 
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(3) 西区 间 (0,1) ,四 区 间 ( 一 oo,0) 和 (1, 十 ce) ,拐点 (0,1)、(1,0); 
(4) DIS 92, 十 ceo), 凸 区 间 (一 c2,2) ,拐点 (2,2e 2). 

2.a 一 一 3, 拐 点 (1,1), 凸 区 间 (一 ce,1), 上 四 区间 (1, + co). 

3.a =—1,b = 3. 

4.a = 0, =—1,c = 3. 

5. y 


复习 题 (二 ) 
1. (1) X;(2)/5(3) X;(4) xX;(5)Y. 
2. (DE f lto) y — yo = f'(ze)(z — z0): (2) f'(z)dzi 
0 


(3) + arctan Zw H E E = 2t+ E = 2; 


(6)( 一 1,0) 与 (0,1);(7) — 1,z= = 1;(8)0; (9)(— eo,0]; 


(10) 驻 点 ,区 间 端 点 ;(11)(1,3). 
3. (1 ~ 5):CBCDA, (6 ~ 11) :CCDCAC. 


23 
4. Ddy = ären Lese Ldzs(2) (EZ) Leen 
(3)y' r=1.y=0 = ua r=1.y=+ — 3; 
(4)(sinz)'(Insinz + rzcotz=)+ 2x™ (1 + Inz). 
5. (1)f(z) 在 x = 0 处 连续 但 不 可 导 ;(2)g (zx) 在 x = 二 0 处 连续 ,可 导 ; 
DfEE z = 1 处 不 连续 ,不 可 导 ， 


V3 


D. zi 一 一 1,x; = 2,13 ` . 


7. i(t) = Cp mw COSU. 
8. (0, + eo). 
9. 曲线 在 (e-?, + co) RE rh ñj, 在 Oet e l 09, 38 5 
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练习 题 3.1 
.2z + e” + C. 


. 3z’ lnr +z’. 
sec2y — sinz. 
E l _2 
一 并 sinr 一 了 z cosx + C. 
. sinx + zcosrx. 


. z+ C. 


Cy Rs EN Ach 十 Ci(3) E 


1 十 3ln2 


4 
(4) — 2r +arctanz + C;(5) Ze 十 C;(6) T têr? +arcsinr — +G; 


(7) GETT EN + C; (8) Tsinz + = > +C; (9)Inz — 2arctanz +C; 





+C; 


(10)tanz= — cotz +C;(11) ee z+arctanr+C. 


8. zi + z. 
9.y = Inr + 1. 


练习 题 3. 2 
(1) 一 于 er 二 Ci;(2) Le (2zz 一 1) + C; (3) — e* LE 


(4) +In(9 + z + C; (S) +arctan Z + C; (6) — 2cos(/z — 1)+ C; 





= -1 Carcsinz) c.) 工 in| 工 一 4 
(7)— (Inr) +In(Inz)+ G; (8) 2 十 C;(9) Cl 二 十 








(10) 5 oni z + G; 


2 
1 D z4 
(12) ginle’ 1| 十 C1(13) 全 一 us 7 一 十 Ci(14) zg5in4z + G; 
(15) sin? r— sin x+C;(16)— Leos e + 1 = os 7z 十 C; 
3 


(17) 10 (1 十 2z) 广 十 Ci(18)er 一 ln(1 十 er) 十 Ci 


(19) Tina’ — Se +2)+C;(20)ln (sinz — cosx )+ C; 


2 
(21) E+E +r+2In|z —1|+C. 
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练习 题 3. 3 


(1)2 wz 一 1 OO A E sto 
(3) (arctan VT ) 十 Ci(4)arcecos 工 十 Ci(5) 一 一 -一 十 C; 


Vz? +1 
二 
= 3 
练习 题 3. 4 
(1)a'sinz + cosx + C;(2)=zlIn(1 + z?) — 2x + 2arctanz + G; 
(3) 一 + zcos2= + 六 sin2z + C; (4) zarccosz — 1—2 +G; 
(5) 一 re 一 e * + C;(6)(2xz2 + 1)sinz + 4zcosz — 4cosr + G; 


3 3 
(D San — E + C; (8) Le (eos2z + 2sin2z)+ C; 


(9)z2e' — 2ze* + 2e* + C; (10) — 2/z cos yr 十 2sinVz + G; 
(11)3e% ( YT — 2 /x —2)+ G; 
(12) F z arccosz + Larcsinr — += /1— = +C. 


练习 题 3. 5 
1 V3 十 5x 一 V3 
(1) =I + G; 
B” V3 + 5r 十 V3 


(2) + v3 —2 一 让 "|v3z+ /sz=r—2|+ C; 


(3) 二 In 2 二 下 








x’ 
ae (4) Z Inêr- SS +C; 
(5) 5 (3sin2z 一 2cos2z) 十 C; 
(6) A BCE 1 Ziele Jir Lo |+C. ` 
练习 题 3. 6 
* sinr 2 i Le 
T: ER smzdz< 二;(2)0<<| zedr<4e;(3)2<| dr < 2e; 
x o wm 


4 
i <f pprt S2 
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E) A 1 
2. D E — paz > | coszdzri (2) [erdr >| (13585; 
0 0 0 Q 


1 e e 
(3) | arctanzdz = j xdz;(4) f Kater f ter 
0 D 1 1 


3. 2V2 — 2. 


4 
4. 3 


5. (1) (2)1;(3) zZ ;(4) KETGIN 
练习 题 3.7 
(1 一 ec;(2) Baan a) 工 ;(5)2(e- 一 er ); (6) L, 
2 3 4 S Ste 


(7)31n2 一 3;(8)2 一 下 ;(9)1 一 下 ;(10) 下 ;(11)03(12)03(13)2 一 之 ， 
2 2 4 6 S 





(10)1— 2e-'s(15) 总 ee 十 语 !(16) nite an TEE 
(18) 号 (sinl — cos1)+ +. 
练习 题 3.8 
1 


2 
(1) 二 #02) REE) Lt) a5) 2,46 — Zut S, c8) 1. 
a 2 4 8 6 


练习 题 3.9 


Lg 
Gala 


— ln2. 


$ E: 
BS ajx rale 


SS 
t> LG 
e ` 
| 
一 


D 
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15x 
8. La 

z 

m 
9. = 
10. 8x. 

复习 题 (三 ) 

1. (1) 正确 ;(2) 错误 ;(3) 正确 ;(4) 错误 ;(5) 错误 . 
2. (1) — 3; (2) — sinr + C; (3) — /1 — z! + C;(4) — sinz; 
(5)2er + xe"; (6)xr +C;(7)e;(8)3 ;(9) 25: 
3. (1)D. (2)B. (3) A. (4)B. (5) A. (6)B. (7)C. (8)B. (9)B. 


4. (1) 3 十 Ci(2) 2 Zb ze Lëck Läscht 


(3) 一 2zx- + arctanx + C; (4)arctanr + H (z? + 1)! + OG; 


(5)sinr — cosx + C;(6)e* + z + C;(7) — cotz — cscz + G; 
(8)2x — sinz — cotz + C. 

5.y 一 1 十 ln|z|. 

6. (1)s = # (m/s); (2)s = 27(m);(3):z = 10(s). 


7. (1) /ITZ +C, (2) dl las + C, 3) — e +C; 
(4) + ST + C; (5) Seet) — x°) + C, (6) L arctan E )+C; 
(7) +tan'z + C; (8) Ë E (G3z+2)Š +C, (9) S Carctanz)$ +@ 
(10) + In|.* +2sinz |+ C(IDIn|z +5z—5|+C. 


ky. q e. 4 
8.(1) 20(2z 十 却 )(2r 十 1) +C; 


(2)z 一 2VZz 十 7 十 2In(1 十 yz +2)++- C; G)ln ——— +C; 
(Yz 十 1) 
(4) Tarcsinz — -Lr E +C(5) ef 8 Ban E 
2 2 del 
(OIn AE LE, 
VETT+1l 
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参考 答案 


9. (1) Lre" > Le +C: (2) (2x — 1)sinz + 2cosz + C; 
1 2 4 2 2 S 2 3 2 
(3) FT In(1 + z‘ )— z’ 十 arctanz” 十 C;(4) zT’ (Ine ht C; 


(5) > [= arctan /z 一 +z z +z — arctan Vz ) 十 G; 

(6)lnz + In(Inz) — Inr + C; (7) 3 (coslnz + sinlnz)+ C. 

10. (1)2/2 ; (2) 2: (3) Z2 C4)2:(5)arctane — $; (6) 58 — 271n2; 
1 2 64 ui 

(7) — (ln2)?;(8)3ln3;(9) Ser (10)1; (11) E (12)1n2, 

11. y = z? — 3z + 2. 


12. y = z’? — 6z? +9z +2. 
13. s = E + 2 +2t— 4(m). 


练习 题 4. 1 


1. (1) 错 ;(2) XF; (3) 错 ;(4) 错 ;(5) 对 ;(6) 错 ;(7) 错 ;(8) 错 ;(9) 错 . 
2.141.4 n mile. 

3. (1)0° ; (2)120 n mile. 

4. 120 n mile. 

5. 490 n mile. 


练习 题 4. 2 


1. (1) 错 ;(2) 错 ;(3) 错 ;(4) 错 ;(5) 对. 
2. 90°. 

3. 90°.90°.60°. 

4. (1) X; (2)V ;(3) X; (4) V ;(5) X; 
(6) X; (DV (8) X (9)V ;(10) X. 
5~ 9. K. 


练习 题 4.3 


1. 略 . 
2. 提示 :利用 角 的 余弦 公式 . 
3. A = 108°.5,B = 50°.7,A = 33°. 2. 
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4. 提示 sinz — Sin CDA siny _ sin CDB 
k Ap sina ` BD sinb ` 
5. c = 69. 3°,A = 67. 8°. 
练习 题 4. 4 


1. cotAcotC ,cosccosa。 

2. — cotbcotc, 一 cosBcosC. 

3. A = 40°53',B = 130°54’,c = 41°24’. 
4. A = 130°%4”,b = 39°13’,c = 63°26”. 
5. W. 


练习 题 4.5 


1. 59”. 
2. 0°3”25”. 
3. C = 1°114 ,a = 44°35.. 


练习 题 4.6 


1. 55°25. “1 ; 
2. 106558. "o, 
3.34°15.”1; 
4. 33°34. 6; 
5. 44°24. "6; 
6. 131°00. "9 


练习 题 4.7 


1. (1)50°02. ‘OW;(2)50°02. "0E;(3)162?34. “0E; (4)17°26. "0E; 
(5)17°26. 0E;(6)162°34. ‘OE;(7)151°1. "0E; (8)28°59. ‘OE. 

2. S, = 3860. 5 n mile,C, = 33. 7°. 

3. S, = 1524. 6 n mile, C; = 71. 8°. 

4. S, = 4376. 3 n mile,C; = 73. 3°. 


复习 题 (四 ) 


1. K. 
2. (1) 不 存在 ;(2) 不 存在 ;(3) 存在 ;(4) 不 存在 ;(5) 不 存在 ;(6) 存在 ; 
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参考 答案 


(7) 存在 . 
3. (1)A;(2)D;(3)C. 
4. (1)c = 55°25. 1; (2)A = 36"28. “2; (3)B = 34°15.”1; (4)A = 
44°24. '6;(5) c = 131°00. "9. 
5. S, = 9334. 2 n mile, C; = 126. 0°. 


6. /2Rh + h. 
练习 题 5.2 


2. (1)c = 土 0'.42;(2)a =+ 07.41; (4)0 一 0 .38;(5)o = 0”. 35. 
3. (1)c =+ 0. 084; (2)0 = 0. 071; (3)o = 0. 06. 
4. (1)82 次 ;(2)84 次 ;(3)32 IK; (4)95 IK. 


练习 题 5.3 


1.c =+ 1'. 62. 

2.o =+ 4'. 24. 

3. Í =+ 1'. 6. 

4.o. =+ 1. 57 mm. 
bo =+ 1. 18 mm. 


练习 题 5. 4 


4.n = 9 K. 

5. +0. 1. 

6. o = 46. 03 m. 

7.o 一 士 0.33,oz =+ 0. 14. 


练习 题 $. 5 


1. 工 一 76. 15,0z =+ 0. 078. 
2.0 =+ 0'.15,zZ + ss = 47°15’. 46 + 0’. 057. 
3.0 =+ 0. 36,7 + s; = 15. 75 + 0. 148. 
4.0 =+ 0. 24,or =+ 0. 98. 
5. (DT, = 25. 48,07 =+ 0. 174;>, = 25. 3,07; == 0. 14. (2) 乙 丈 量 
的 结果 更 好 . 
6. (1)z = lf = 2,p; = 1;(2)oo =+ 3’. 52; (3)z = 20°36’. 25,07 
=+ 1'. 76. 


复习 题 (五 ) 
2. (B). 
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3.0. =+ 2”. 

4. og =+ 0. 98. 

5. (D). 

6. (C). 

7. (1)c。 =+ 6”; (2)a, =+ 4”. 24. 

8. T = 70. 88,0: =+ 0. 24. 

9. (Dp : px 一 1.16;(2)o =+0'. 18; (3)Z = 30°15”. 53 ,oz =+0'. 12. 
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附录 积分 表 


附录 RIR 


说 明 :(1) 表 中 均 省 略 了 常数 C;(2)lng(x) 均 指 In| g(x)|. 
—.& ax + b 





1 SE E 
dE Lln(ar +b). 
GER: DEE, E 
2 | carpat alax +b) 
E DEE EE Ee 
3f EES ™ 2a (az +b)” 


s fcar +» des a (n+2) a2(n+ 1) 


— È inlar + b). 
a 





x = 
PER Sai 
8. | x Ss b 
`J lar +b} a atp 
7 E 2 
`J (ar +b)’ 2a? (ar +b): az(azr +b) 


Zinar +b). 





(ar +b)"'3 (ar +b)"" (ar +b)" 
. [cator e AS a e e 
(nZ— 1,—2, —3). 
[zarge E 
tor +b) b xr “ 





1 

x. | ye = bx +g x 

dr = 2a Se ar tb 
X 


n E 2b x? 





12. | se Te = blar +b) 六 x 
_ 1r1 /art+2b\’” _| az +b 
ke al (+) In x ] 





13. | — psd 
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mn+2 rtl 
CL Ké? EC är E T SA 
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二 、 含 Vax + b 
14. | =+ bdr = Z /Gr Foy. 
15. [z Regen EY EE JTO. 


15a? 
en 
16. |= Var Fbdzr = 2(15a x TE, X: Car To 
17. | Jar Fbir = VITRO 一 
(2n 十 3)a 
GE z" Vart+bdr 
(2n 3)a S 
18. | 一 一 dz i 
Var +b a 
E — 2(ar —2b) 
uj =s a eng, 
yaz + b 3a? 


e 2z" 2nb e? 
20. Í N EE aa EN EE ege Y E, E, E E 
RE Gë Fifa VT TD at Da) =s = ss 


1 ER 
nl eege a Ti varz + YE 


1 2 /ar +b 
225 f — dr = ——arctan (b — 0). 
x yax +b db —b 





23. J SE arb _ (2n—3)a dx 
SS (n— 1)br™! 2(m—1)5 Ekel ax + b 
(nl. 
GE = 2 / T5+6| — dr 
T P a x yax +b 
25. | Var 十 上 dr =— v (ax +b) _ (2n—5)a 
(n— 1)br"' 2(n—1)b 
(n> 1). 
26. [> der EES de = SE i V(r +b” — die For] 


2[_b 1 1 1 
27. RE dar = £ sas. — © 
5 a ln —2 /Gar by: Hie Län? 
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=.& /ax + b, /cx + d 


1 2 clar + b) 
28. | ———— = = —arth, |———— (ac > 0). 
ES +b vcr +d ü Ja alr +d) | 


1 2 /一 cCaz + b) 
29. | ———— tx = ——arctan , | ——— ( < 0). 
var +b V/cz +d vV — ac ster +d) ~ 
30. | Var Fb Ver Fddr = eztate Var 下 5 VE 二 一 





| dr 
8ac yaz +b des Lé 
31. | ar +b jr = Var +b Ye SH dr 
Ncr IN c ze S da Th Jeta 
32. | -dr = 2arcsin , | 2E, 
V/G(z—a)(b— zx) b—a 
D ZS ax? + c 
1 =l fay 
33. | +de EE = ) (a > 0,c > 0). 


WE he Le 


1 
34. | 一 一 一 dz = 一 一 -一 
| 去 元 2v 一 ac zë + /—c 





i] See yapti 
De == >. 

36. fz lar? + c)"dz = EEN (n #— 1). 

GE -dr = Ste? + O). 

.| 二 和 三 

mie gene £ — Í (n #1). 
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五 . 含 Vaxr: 十 c 
40. f Var Tedr = Z des? Fet ilata + Ja Ta Si 
a 





al. | Va Fedr = Z Va Fe +- 3 arcsin(x , |—%)(a < 0). 
2 Bega c 
42. f Var F dr = $ (2azt +50) Vart + c + Bn e 





Vax” + c)(a > 0). 
2 
43. f Vlar: Fo dr = Z (2az2 + 5c) Jart +c + Ze arcsin 
8 8 /—a 


SEN 


44. |: Vax’ + dz = zg Var +e)’. 
45. fe Vazr +cdr = S Jar Fo = vaxt +c 一 
In(z Va + Var’ +c)la > 0). 





ci 

8 Va 

46. jz Va Fedr = dier To -E Jar Fc — 
č š [=a 
SE )(a < 0). 
aa) 

47. fe Var Tedr = i; Var + ot — 

z"? Vari+cdr(n > 0). 
48. E Var F Y dr = È der + oy. 
49. fe V lar? +cY dr = z V (az* + c)’ +§|z Vax? + cdx. 

1 

50. fe lax? + c): dz = =i v lar’? + c)° + 
z" yax + cdz(n > 0). 
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附录 。 ”积分 表 
51. | Ve tear = Jar? +c 十 Vcln AS tezde >0). 


52. | == * Ye tedr = yax’ +c — /— carctan ~ Vart 十 c(c <o). 
53. = = Een +c)’ _(n—4)af var Va tear Game 


cn—1) z" (n—I)c 


1 
GE Lasa tya eg 0 
Vaz +c “a 


dr 1 š 一 Q 
55. JE = arcsin(z , /—“)(a < 0). 
darf +c VvV—a c 


dr 
56. | ————— 
e s s c = ean Fe 
H vax’ +c. 





57.| gr 
vVar’ +c 


z? = £ J eA) ya Ee 
EE ax’ ke Lf ar + cdz. 





° E (一 1)cf zr" 
leen E rtl ëss 
arx? +c na na J T: 
2 一 一 
"eco Lu Me ER, S oy: 
x E Vc x 
61. | EE @ (e < 0). 
r vaz’ + Ae Se 
1 ax’ +c 
62. | —— ir DS 
zi Warz + c cr 
>=] SE E 
63 | = VETE c(n— In) (2 一 1)cJ „m Tan ONO 
K.A ax2 + bx + c 
64. Leckereien bech e Ak JP Eege), 
ar + br + c pr “par L JY 18 
dr = E C retan Zar Fb vs < 4ac). 


1 
65. | —— 
ar +br +c Viac — b° Vdac — b° 
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2 





HE aaa EE 
66. |= pe e para e 
; 二 
A E E e 
_— 2(2n—3a [_ l _ ° 
(n—1)(4ac — b) Sg +h Le yr dr(n > 1,6 = 4ac). 
= dz 
re Ze Schier? tato- le 
EE = EES H 
69. Loes S zaz "CAT + bz + c) + 
Län = — 
ax’ ZE 
7 dr z 2 
e Lë =u- Dae ajar te 


b zs) 

2 | ar > 

七 . 含 Var + bx + c 

Linar 十 6 十 2Va Var Fir Fe) (a > 0). 





1 

71. | ————— 

| 7 一 
dr e 

72. | =- 一 arcsin 一 <“ — b Ça < DA > 4ac). 

Vaz + bz + c = vb 4ac 


EE z bf = — 
O # lee 
zs) 
EE 
ar + bz + c na 


(2n 一 1)0 Ewe SÉ 2 二 Dec| E ef 


2na J Jax? + bz + c SES 
75. | Va Fir Fedr EH Yarr Thr Te — 


b 一 4ac 





| 
vax Uppa 
76. |z Vaz Fir Fcdz = 2. Var +h + o)” — 


z | Vart Fir Fedr. 
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附录 积分 表 


Ge Ja a eet DE EE 
fe| Jaz 2 + bz + c dz. 


16a: 
Ee 
18. Í _— ài ay === ln(Yez + in + c 十 Vc ne bb) (c > 0). 
z var Si +c A x 2Vc 
bz 十 2c 


79. | s arcsin —— —— (c<0,b > 4ac). 
vax’ - e =: zr vi 一 4ac 


Vax’ + bz. 





e 
bx - 
81 | 一 一 全 一 一 a Va tate 
于 m-l 
T Ja Fat: n- Des 
(2n — 3)b dz _ (7 一 2)a dr 
Be Del zm Jat FaF: (nT Del set Jar Fie Te 
(n > 1). 


A. ZE sinax 


so Ee E 


82. [sinar az =— Tcosar. 
1-2 = x SL. š 
83. | sinar d=r 2 12 sin2ax. 


84. | sin'ardz 一 一 工 cosaz 十 1 Cosi or, 
a 3a 





SCH gl sin zardz (n 为 正 整数 ). 


85. | sinrazdz 一 一 过 sin” !azcosar 十 





86. [| : 1 dz = llatan = 
.J sinaz a 2 





87: Í R dz 一 一 二 cotaz. 


Sin or 
88. | Hdr =- o r +L at 一 些 _ (n 之 2, 为 整数 ). 
sin”ax (n— l)a sin" or n— 1J sin" “az 
1 =F Li, (= F% 
89. | irant =+ tnt = 59. 
ee LE = ZEN 
90. | 天 二 dz aretan| ppe Cé 
(b? > c°). 
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91 | FE 1 In 5 十 bsinaz + Ve — b° cosar 
` J b+ csina+r ES s si b + csinax 
(b° <t). 
sin(a —b)z _ sin(a + b)=z 
92. |sinarsinardz = 2la b) EISEN (lal |5]). 


JL ZE cosax 


93. Jeosardz = eines, 


94. fcostardz = Z+ 工 sin2az. 
2 4a 





=f cos” *ardxz (n H EXZO. 


95. Loos de = = cos™'axsinar + ” 











96. P dr = lintan + 92). 
97. Í : dr = lanar. 
COS ar a 
— WC sinar nor E 
dE (m — 1)a cos" n— 1) cos” zar (n > 2, 为 整数 ). 


2l, ar 
99. | — a= 一 FRECH 


100. | ot 
1 一 cosax a 2 











1 a 1 VO: — C sinar 
a, | Z= == çI — < EEN c + bcosar ‘lel> lel). 
1 tan > + SW 
zz Ens . — ale len 
c — b 
_ Ssin(a —b)=z | sin(a + b)=z 
Ee tar (lal 关 15|). 


+ ZS sinax ,cosax 


cos(a —b)z _ costa +b)z viele |b|) 


104. |sinarcoshr dz WEE TEE 2(a + b) 
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附录 积分 表 


sq 1 snt AEN 
105. [sin az cosar dx PERET an" ax (n Z— 1). 

; : SES Gë A 
106. |sinazcos axdx TETE cos” axr (n Æ#— 1). 
107. | Sez dz 一 一 L pesa 

cosar a 





108. | EHS dr = I insinaz: 
sinar a 


109. Í dz — = 1 arctan “tanar 
b? costar 十 cz sinar abc b 





sin? 2 = = — bk, i "w 
110. [sin ax cos ardz 8 goasintar. 
n | — S = EE 
sinax cosax a 
112. | 一 二 Ca 一 cotaz ) 
Sin azcos ax a 
， 2 
113. | Sin aT dr 一 一 A ainar + 工 lntan( 瑟 +2). 
cosar a a 4 2 
2 e 
114. [s ES aT dr = Tesir + L intan == 
sinar a 2 
cosax 
115. 1, = Linco + csinax ). 
116. f > d zc Llata a asas y. 
b + ccosax ac 
c 
dz ] ax + arctan > 
117. | ——— O 一 一 —lntan š 
psinaz + ccosar a /b: + ë 2 


十 一 、 含 tanax ,cotax 
118. ftanardz =— Tlncosax, 
119. fcotazdz = L Insinaz. 
1 


120. f tantar dz = aner — zx. 


124, f cotardr 一 一 Leotar — z. 
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122. Í tan"ardz = gpz ar — ftan*azdz(n > 2 ,为 整数 ). 


123. feorazdz =— cotar — [cor tardz(n > 2 ,为 整数 ). 


DE WN 
(n—1)a 


十 二 、 含 msinax ,x"cosax 


124. |zsinardz = Zeimen 一 Tzrcosar. 
125. fe sinardr = ft sinar + 与 cosar 一 Z cosaz. 
126. | z"sinardr 一 一 T eosar + z [am cosardz. 
127. fzcosardz = F cosax + Z sinar. 

2 


2x 2 ， E 
128. fz cosazdz = —cosar — sinar + — sinar. 
a a a 


129. fz" cosazdz = Z sinar — fam sinardz (n > 0). 


十 三 、 含 e 


130. [|= dr = Äer. 
a 

131. o" dz = Lor, 
alnp 


132. | re" dz = E Car —1). 
a 


本 二 
133. |> dz = T Etat) 
134. [= az = Za (az y" 一 n Car) 一 + n(n— 1) (az )— +- + 


(— 1)"n!1] (n 为 正 整 数 ). 


np er A ,i n Ee 
135. Le dr = ZE — t |=” dz (n>0). 








oi A8 = e I 
136. fe sinbr dx = bes: (asinbr 一 bcosbz 3. 


137. fe cosbrd+z = (acosbz + bsinbz ). 


E 
a? +b 
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FD. ZS Inax 
138. finazdz = zlnaz — z. 


2 4 
139. Leer de = has 一 SS 


140. je lnardr = jnaz 一 ———— (n #— 


i TD 
141. | hydr A N 
xlnar 


1 vg 1 
E (n—1)(Inaz )""' AIN 
人 
143. | tar (m— 1)(lnar)™' $ m— 1 (inar Td? 


(m Z 1). 
Th. SR geg 
144. farcsinazrdz 一 aarcsinaz + 二 Viar. 
145. f aresinaz CH = x (arcsinaz Af — 2x + 2 J1 — a r arcsinaz. 


2 
146. [zarcsinardz = S 一 —)arcsina= ES q y1 —a r. 


4a ax 
147. farccosardz = Zarccosaz 一 H l— a'r’. 
2 
148. f carccosar ) dx = < (arccosar if 一 2z 一 人 Vl — a r arccosar. 
2 4a 


2 
149. |zarccosardz = (> — vs arecosar 一 二 lei, 


150. [arctanardz = rarctanar 一 SIE +a r’). 


n+l 





dx (n #— 1). 


a q" 
151. fe arctanar dz = Tarctanax 二 | Ita 
152. farccotardz 一 zarccotaz + 元 InGl + a° z2 


m+] 


—— = (n #— 1). 





n == T 
153. fæ arccotaz dx z T 1 arecotaz + E =: I = 
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